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Das magnetische Moment von H3 und He3 naeh der
Moller-Rosenfeld-Theorie der Kernkräfte

von Felix Villars und Armin Thellung (ETH. Zürich).

(26. VI. 1948.)

§ 1. Einleitung. - § 2. Die Grundzustände von H3 und He3 in der M-R-Theorie.
§ 3. Das Austauschmoment. - § 4. Numerische Werte und Diskussion.

§ 1. Einleitung.

Die Messungen der magnetischen Momente von H3 (Bloch und
Anderson1)) und He3 (Anderson und Novick2)) ergaben Resultate,

deren Interpretation im Rahmen einer phänomenologischen
Theorie der Nukleonwechselwirkung auf Schwierigkeiten stösst.

Es sind gemessen:

fi-sa 2,979 KM fiP+ 0,186 KM
^He3 (— 2,13 ± 0,02) KM ^- (0,22 ± 0,02) KM,

wo [iP und fiN die magnetischen Momente von Proton bzw. Neutron
bedeuten.

Auf Grund einer phänomenologischen Theorie der Kernkräfte
folgt:

Mn, ^ Mp
i"He3 Ms>

wobei das Gleichheitszeichen gilt, falls die Wechselwirkungskräfte
reine Zentralkräfte sind und die Grundzustände von H3 und He3
entsprechend reine 2*S%-Zustände. Nichtzentralkräfte (Tensorkraft),
wie sie »ur Interpretation des elektrischen Quadrupolmomentes des
Deuterons herbeigezogen werden (Rarita und Schwinger3)),
ergeben in erster Näherung eine 4D ^-Beimischung zur 2S,y2-Haupt-
komponente. Ist wD die Stärke der D-Beimischung, so gilt approximativ

:

%, Mp — *""$* wd (^ Mp + Ms J
2

/«He, Mn — -3 wD (2 fiN + Mp — Ü
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(Sachs und Schwinger4)). Mit einer D-Beimischung von 4% (Ger-
juoy und Schwinger5), Anderson6)) folgt dann:

/MHs pP — 0,085 KM 2,708 KM
MHe3 Ms + 0,054 KM — 1,858 KM.

Die Differenzen der gemessenen Werte mit diesen berechneten ersten
Näherungen sind

A(R3) + 0.271 KM
A(He3) - (0,27 ± 0,02) KM.

Dieses Ergebnis zeigt, dass eine weitere Korrektur Beiträge ergeben
muss, die für beide Kerne dem Betrage nach gleich gross, im
Vorzeichen aber verschieden sind. Eine Korrektur dieser Art liefert aber
gerade der Ladungsaustausch im Kern; das von ihm herrührende
sog. Austauschmoment /<Aust ist — unabhängig vom Typus des Mesonfeldes,

sofern es nur gleiche Proton-Proton- und Neutron-Neutron-
Kräfte vermittelt — von der Form:

-"Aust (He3) — fiAmt (H3).

Zu seiner Bestimmung muss explizite auf eine Feldtheorie der
Wechselwirkung zurückgegriffen werden.

Eine vorläufige Bestimmung von ftAmt auf Grund der symmetrischen

Pseudoskalartheorie ergab eine qualitative Übereinstimmung
von fiAmt mit A (Villars7)); dabei musste aber vom Einfluss der
Tensorkraft abgesehen werden, was die Zuverlässigkeit des Resultates

etwas in Frage stellt.
Es war daher interessant, ^Austzu berechnen auf Grund eines

Ansatzes, der auch für die Kernkräfte eine qualitativ befriedigende
Antwort gibt, wie etwa die M-R-Mischung oder die Schwingersche
Mischung, wo durch Kombination von Pseudoskalar- und
Vektormesonfeld die statische Tensorkraft entweder ganz (M-R) oder doch
in ihren höchsten Singularitäten (8) eliminiert wird.

§ 2. Die Grundzustände von H3 und He3 in der M-R-Theorie.

In der M-R-Theorie wird bekanntlich die statische Tensorkraft
eliminiert durch Superposition eines pseudoskalaren mit einem
Vektormesonfeld, wobei die Mesonmassen sowie die Kopplungskonstanten

gleich angenommen werden. In der „symmetrischen''Variante,
die wir hier verwenden wollen, ist die Wechselwirkungsenergie
zwischen 2 Nukleonen A und B*):

V(AB) (T-* r*) • [g2 + f2 M °*)] "V — W

*) Wir verwenden natürliche Einheiten: h c=l.
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Integrale der Bewegung sind der gesamte Bahndrehimpuls L, der
Gesamtspin S und der gesamte isotope Spin T. Die Grundzustände
von H3 und He3 sind charakterisiert durch die Quantenzahlen:

L 0, S=2-, T Y, Ta= ±Y\-'-.lC'
Nach dem Ausschlussprinzip sind die Zustände antisymmetrisch
gegenüber der Vertauschung aller Koordinaten eines beliebigen
Teilchenpaares.

Zur Konstruktion eines solchen Zustandes gehen wir wie folgt vor:
Wir bestimmen zunächst die möglichen Spin-Ladungs-Zustände

zu 8 — T yz. Es seien %x und %2 die Eigenzustände zu 8 — S3 %:

x^W*1 Z2=^[«2 + a3

wo ocA, ßÄ die Eigenvektoren von aJA sind, das heisst

Analog seien &f und #± die Eigenzustände von T %, T3 ± x/2.

(Sie sind in analoger Weise wie %x, %2 als Funktionen der Eigenvektoren

£A, r]A von r\ aufgebaut.) Für H3 (bzw. He3) gibt es dann die
4 orthogonalen und normierten Spin-Ladungs-Zustände

0X -^(Xi^-X^i)
<Z>2 - -yf (Xi $i + Xi h)

03 '- Ti= (Xl $2 + X2 &l)

<2>4 -- yf (Xi &i — X2 &*)

0X ist ein antisymmetrischer, &2 ein symmetrischer Spin-Ladungs-

Zustand, und (J) transformieren sich unter Permutationen der

Teüchen wie (Xl).

Die allgemeinste antisymmetrische ^-Funktion für den Grundzustand

hat dann die Form:

^anti=2,0«Foc(r1,r2)r3). (2)
oc=l

Dabei ist Fx symmetrisch, F2 antisymmetrisch, und („3j transformieren

sich wie ^4) oder wie I "2
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In nullter Näherung ist der Grundzustand durch

Wa=0xFx (3)

gegeben. Da aber der Erwartungswert des magnetischen
Eigenmomentes

9^Eigen= £aA\Mp
1+ri 1-JÄ

_
3

Ms 2
(4)

für die verschiedenen 0a nicht gleich ist, so erschien es uns unerläss-
lich, über die nullte Näherung hinauszugehen. Es wird, mit

Eigen) 3 **/3 :

und

Maß 0l(M
Mxß= 0 für oc + ß

H3 He3

Mn MP Ps

M22
1 4 1 4

—jßN+Y^p
MS3 MU 1 2

T flp+~zfls
1 2

3 ils+YflP

ß>

(Vgl. ')).
Durch Einführung der Matrix

V » 0* V 0
WO

V Z V(AB)
A<B

gemäss (1) einzusetzen ist, lässt sich die Schrödinger-Gleichung auf
ein System von Gleichungen für die Fa (xx, t2, r3) allein reduzieren:

zKz~+yjFß-E-Fa2 m
(5)

Man findet VX2 — 0, hingegen F32 und Vi2 4= 0, d.h. die Komponente

F2 ist nur über die Komponenten Fs und F4 an Fx gekoppelt.
Nun sind bereits F| und Ff < F\ (F% soll die Norm von Fa bedeuten),

und da man zeigen kann, dass für die Erwartungswerte der
kinetischen Energie (bei auf 1 normierten Funktionen)

("kin)22 ^ (-^kin)33,44
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gilt, so folgt, dass F2 vernachlässigt werden darf. Unsere
Schrödinger-Gleichung lautet also:

WmZPl + Vn-EJF, -VX3F3-VuFa (6a)
x A '

(tzZvI + V33-e)f3 ~V3XFx-V3iFA (6b)

~ZPl + Vu-V) F* -VtLF1-VaFt (6c)2... A

Wir lösen das Problem näherungsweise mit Hilfe eines
Variationsverfahrens.

Um die Form der Fa zu ermitteln, führen wir Normalkoordinaten
ein:

5R=4(ri + r2 + r3)

b=yi(r

Damit wird
qa=l/2(J^M_ri

Fm=^n+^(vi + vi:

wobei in der Quantenmechanik

Plk~ i dqlk> P*k-Tdqik> F*k- i dBk

zu setzen ist. Beachten wir nun, dass

1i + ll ^il+^+r3i>

also symmetrisch ist, während sich I
_

22 J unter Permutationen

wie Ml transformieren, so ist eine mögliche Wahl der Fy.

Fx=F(ql + ql) (7a)

*) Der Ansatz (7b) für 3) ist nicht vollständig, da nur eine Funktion O eingeht

hingegen zwei Gleichungen (6b) und (6c) vorhanden sind; in bezug auf das
Variationsverfahren sind aber (6b) und (6c) äquivalent.
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Für F und G setzen wir, im Sinne des Variationsverfahrens,

F^ffi'YNle-jM + W (8a)

JdvF\ =NX I

fdvF\ j'dvF\ =N3 Nt. I

Vaß^^=-JdvFaVaßFß

Dann wird

Mit

(9)

folgt aus (6a, b, c)

NXE Nx [(EHn)u + Vxx] + 2 ]/Nx N3 ¦ VX3

N3E N3[(E^)33 + V33 + V3i]+yNXN3-VX3

und, mit der Normierungsbedingung für die ^-Funktion

Nx + 2 N3 1: (10)

E NX [(EkJn + Vxx] + 2 N3 [(Eun)33 + V33 + 734]

+ 4}/NxN3.VX3 (11)

(11) gibt —- bei Berücksichtigung von (10) — die Energie E als Funktion

der 3 unabhängigen Parameter oc, ß, N3. Diese sind so zu
bestimmen, dass E minimal wird. Der Einfachheit halber wurde oc nur
näherungsweise aus der Gleichung

da.
0

bestimmt, wo E0 die Energie für N3 0, Nx 1 bedeutet. Sodann
erhielten wir ß und N3 aus den Bedingungen

-^- 0 -^ 0
dß u' dN3 u*

Für die numerische Durchführung stützten wir uns auf die Werte
für /2, g2 und ii von Fröhlich8) :

M ~ 220 mEiektron

und erhielten
/2 0,0714 g2 0,0310

fi2/«. 2,24 ß 1,54 a 2N3 0,33%.
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Daraus ergibt sich für das magnetische Eigenmoment im
Grundzustand von H3 und He3:

/1 2 \ 4
(/%3)Eigen 7JX Mp + 2 N3 (j Mp + fMs) =Mp — YNs (Mp — Ms)

(Mnea)mgm NiMs + ZN3(-rT-[iN + Y pP) =Ms + yNs (Mp ~ Ms)

(Müßigen =Mp- 0,010 KM
(/%e3Wn /% +0,010 KM. (12)

§ 3. Das Austausehmoment.

Das zu einem System von Nukleonen A gehörige statische Mesonfeld

cp (pseudoskalar) und rp (vektoriell) erzeugt eine räumliche
Stromdichte

j ips + iv

jPs i e | grad cp* • cp — grad cp ¦ cp*

+ /8» 7^^^(i- *a) (rf <p-\.t <P*)}
(13a)

fr %e\~y (n* ' div n — div tc* - ti)

— [rp* • rot rp] — [rot rp* • rp]

+ V®*jrZö(*-*A) (^ [oArp]-ri [aA rp*])

+ V*n jjZ ö (t - *a) (w* ^i -fljtf)

(13b)

Diese Stromdichte gibt Anlass zu einem magnetischen Moment
gemäss:

lm dv [r • ?'].

9JI zerfällt in
m Um(A) + £M(A\B)

A Adr-B

Die Summe A 4= B gibt das Austauschmoment 9ftAust. Dieser
Ausdruck wurde bereits von verschiedenen Autoren (M0ller-Rosen-
peld9) und Ma und Yu10)) berechnet. Da ihre Ergebnisse sich in
einem Vorzeichen widersprechen, wurde 9KAustneu gerechnet und da-
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bei die Resultate von M-R bestätigt gefunden. In unserer Schreibweise

lauten sie:
9TCAust=9rcSt+9JM

IS,{l^=-iZ[rA-rB\{-\([aA-a^xAB)^-(l+-

Aust

r, 1

'A<B '<" L '^ \ ^ß
- M • <r*]l e-^i-- [^ • rB] FPs(^B)

(14a)

m{V)Aust
'AB\zbA-^AW-aBii7}—i)e~"

A<B l^ \llrAB I

-[xA-xB]Vr(AB)}

Hierbei sind Vfs(AB) die statischen WechselWirkungsenergien:

(14b)

VPS(AB) l/2 (aA er*) 7A^_ + T(AB)

Vv(AB)=±f2(aAaB)

'AB

-PrAB ^rAB
9 ¦T(AB)

'AB AB

(T(AB) Tensorkraft).
Der Erwartungswert von 2RAllst bezüglich der -^-Funktion (2) wird

^Aust f dvrp* WAust rp £ ]/NXWß (ßxJ)aß

Mit Hilfe von Symmetrieüberlegungen findet man, dass

(^AusO/Sa + (^Aust)*/? =0 für OC * ß

d.h. es gibt keine „Interferenzterme"; es wird also

^Au,t=ZNAWrAAt)a.,
a

für unsern Fall
^Aust=pAust)ll-

Da Fx symmetrisch ist, geben die Glieder mit [xA • xB] den
Erwartungswert Null; (SRausOh wird also gleich dem Erwartungswert von

-ijiZBlrÄr%[([aAa^xA
1

MrA>

"-AB
Bl r2rAB

1-

A «Bi[aA a

VrAB

IM ****

[aA aB]
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Die Auswertung ergibt, in Einheiten KM:

^Aust mTI + Ä y f2 ¦ 2 T3 ¦ (IPs + Iv) (15)

Ips=-\fävFl(-^--2)e-^ - (16a)

Iv=-AjdvFl{-^-l)e-^- (16b)

Hierbei ist y m//x das Verhältnis von Nukleon- zu Mesonmasse
und T3 Az y2 (+:He3, — :H3). IPs und Ir sind Funktionen des
Parameters fi2/«; die numerische Rechnung ergibt den in Fig. 1

dargestellten Verlauf.

• i
0,3

0,2

OJ

'%
i 1 1 1 1*

-0,2-

Fig. 1.

§ 4. Numerische Werte und Diskussion.

Mit den in § 2 abgeleiteten Werten für /u2/cc und den dazu
benützten Werten von f2 und y 8,35) ergibt sich

^Aust ± 0,023 KM (17)

(+:H3 -: He,

und daher für das totale magnetische Moment

Mn3 Mp + 0,013

/"Hes= Ms~ 0,013.
(18)
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Um die Verbindlichkeit des Resultates abzuschätzen, können wir
ausgehen von einer Bestimmung von /x2/«. auf Grund der Coulombenergie

„ ,,„
t? _ A. M/ n \.i/**\-112

Man erhält z.B. für

sMwMHM <-•¦>

-^- 326 : TJ- 3,2,
roei a

M =211 --£-=1,8.
mA a >

Diese Werte sind aber verschieden von den durch Bestimmung der
Bindungsenergie erhaltenen. Eine befriedigende Diskussion der
Situation erforderte daher eine Abklärung dieser Schwierigkeit. Zu
einer einigermassen befriedigenden Übereinstimmung mit der
Erfahrung benötigt man ju2/« > 3. Dabei bleibt aber, in jedem Falle,
die Beziehung

Mbs Mp + A

Müe3 Ms A

bestehen, was der Erfahrung widerspricht und natürlich mit dem
Fehlen jeglicher D-Beimischung zusammenhängt, d.h. mit der
Beschränkung auf die statische Näherung. Die mit der D-Beimischung
hinzukommenden S-D-Interferenzterme des Austauschmomentes
könnten beträchtlich werden und bilden so eine weitere Quelle der
Unsicherheit. Es erschien uns aber nicht sinnvoll, in dieser Hinsicht
weitere Untersuchungen anzustellen, angesichts der Unsicherheit
der theoretischen Interpretation der Grundzustände der betreffenden

Kerne.
Die bisherigen Ergebnisse deuten aber darauf hin, dass die M-R-

Mischung, d.h. wenigstens ihre statische Näherung, zur Interpretation
der experimentellen Tatsachen nicht besonders geeignet ist.
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