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Koeffizienten der inneren Konversion fiir magnetische
Multipolstrahlung
von R.Sehafroth (ETH., Ziirich).
(16. X.1948.)

Uber Koeffizienten der inneren Konversion existieren eine ganze
Anzahl theoretischer Berechnungen ; insbesondere haben Daxcorr
und Morrison?) dieselben fiir K-Elektronen im Falle von Kernen
kleiner Ladung (Z < 40) und weicher y-Strahlung (hew < m, ¢2?), d.h.
im unrelativistischen Grenzfall, fiir beliebige Multipolstrahlung be-
rechnet. Dabeil ergibt sich in ihrer Néherung fiir den Konversions-
koeffizienten magnetischer Multipolstrahlung exakt Null. Dies
beruht darauf, dass eine magnetische 2:-Pol-Strahlung einen Dreh-
impuls ! und eine Paritdt (— 1)!*+1 trégt, wihrend Elektronen den
Bahnimpuls ! mit einer Paritiat (— 1)* verbinden: Ubergiinge kon-
nen also nur bel Ankoppelung des Spins stattfinden. Es diirfte
ein gewisses Interesse haben, durch eine bessere Néherung, welche
den Spin in Rechnung zieht, einen formelméssigen Ausdruck fir
diesen Koeffizienten zu gewinnen: das ist das Ziel dieser Arbeit.
Es wird erreicht, indem ausgehend von der unrelativistischen
Wellenmechanik durch stérungsméssige Berticksichtigung der Spin-
korrektion ein Anschluss an die Diracsche Theorie hergestellt wird,
im Sinne elner Entwicklung nach Potenzen von Za (x = e2/hc =
1/187), nach dem bekannten Verfahren von SomMERFELD?)3). Die
Dancorrsche Niaherung erscheint dann als nulltes Glied dieser
Entwicklung, welche hier bis zur zweiten Ordnung getrieben wird.

Grundsétzlich kann unsere Methode nicht nur einen Ausdruck
fir den Konversionskoeffizienten magnetischer Multipolstrahlung
liefern, sondern auch Korrekturen der Grossenordnung (Ze)? zur
Dancorrschen Formel, deren Genauigkeit damit noch bel Z = 40
von ca. 109, auf ca. 19, erhoht wiirde. Leider zeigt es sich jedoch,
dass die Berechnung dieser Korrekturen auf hochkomplizierte,
nicht explizite auswertbare transzendente Ausdriicke fiihrt, deren
numerische Berechnung sich wegen der der Methode innewohnenden
Beschréankungen (s.u.) kaum lohnen wiirde.

Fir die Berechnung der Konversionskoeffizienten wird in iib-
licher Weise der Kern durch einen Multipolstrahler ersetzt. Der
Sinn dieser Schematisierung ist der, dass aus den gemessenen



500 R. Schafroth.

Koetfizienten durch Vergleich mit den auf diese Weise gewonnenen
theoretischen Formeln Riickschliisse auf die Anregungsstéarken der
verschiedenen Multipolordnungen in der y-Strahlung gezogen wer-
den kénnen, was wiederum Aussagen tiber Symmetrien im Kernbau,
1somere Zustdnde usw. gestattet.

Allgemeine Ausdriicke fiir das Feld eines Multipolstrahlers sind
von HerrLer?) angegeben worden. Sie enthalten Hankelsche Funk-
tionen, die die explizite Ausrechnung der auftretenden Integrale
verunméglichen. Fir weiche y-Strahlung indessen, fiir die der
Radius der K-Schale klein ist gegen die Wellenléinge, kann man
leicht einsehen, dass man von den Potentialen nur den im Ursprung
singuldrsten Anteil zu beriicksichtigen braucht, da die iibrigen
einen Beitrag geben, der um einen Faktor = hw/my? kleiner ist.
Deshalb beschrinken wir unsere Rechnungen auf y-Linien kleiner
Energie, obschon das Sommerfeldsche Verfahren an und fiir sich
gestatten wiirde, die Massenverinderlichkeit exakt zu beriicksich-
tigen und daher fir beliebig hohe Energien giiltig bliebe.

In der erwiahnten Niherung werden die Potentiale eines magne-
tischen Multipols (in der fiir diesen Fall giinstigsten Eichung:
div 4 = 0):

D =0
Y (9, ¢)
ST \ (1)
m=+1
Aotid,——eot L yiFmy gLme). BT G0

,.z+1

4,=ett

Die auSgestrahlte Intensitit ist:

n 2041 220 ()2 1(1+1)
N == 2nh - (pi)? ( ) &l l()) (m Quanten/sec.  (2)

Fir die Elektronen verwenden wir die sich aus dem Sommerfeld-
schen Verfahren ergebenden Eigenfunktionen erster Néherung in
Zo. unter Vernachldssigung der Wechselwirkung mit den dbrigen
Elektronen, was fiir leichte Elemente eine wohl legitime Vernach-
lassigung ist. Diese Eigenfunktionen sind (vgl. 3)):

K-Schale: b
= (Yo +W¥l-a)u, _ 9
W0 = Nyeor, PO =Ny Zo-— 0"
WO .
No=1/2, a="Za u, p=T0°
7 h

=

o der Stromoperator der Diractheorie,
%, ein Spinor zum Impuls Null und positiver Energie.
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- Kontinuterliches Spektrum: Am einfachsten lasst sich die Eigen-
funktion anschreiben, die einer asymptotisch ebenen Welle mit

Wellenvektor k entspricht:

p (k) = (PO () + Pt (k) %) w (k)
(;:) NieF L, [i (kr — k)] (4)
P1(8) = Ny 5 (F—5) €5 Lsn [i (for — k7))

wo

1 n a
Ne= 2 l/ 1—e27m ? "=%

(k) ein Spinor zum Impuls % und positiver Energie.
L, (z) die iiberall endliche Losung der Laguerreschen leferentlalglelchung zZum

Parameter 7.
o0

= Z(_ 1)v (:.) Zv

=0

Fir die explizite Ausrechnung ist man allerdings gendtigt, zu Dreh-
impulseigenfunktionen iiberzugehen; dies geschieht mittels der
Entwicklung (vgl. 3)):

e*" L[ (kr—Fk7)] (5)
o 1+~ . 25
_Z 2;me(1_m) =tk (2 4kr)* F (1+4+1m, 2 14+2; 2 1kr) - P, (cos &)

Mit diesen Hilfsmitteln ist die Ubergangswahrscheinlichkeit pro
Zeiteinheit des Elektrons aus der K-Schale 1ns kontinuierliche Spek-
trum gegeben durch

W=—/2[O|Q|k'2dwk2 (6)

wo die Integration tber die Richtungen des k-Vektors im End-
zustand lauft, 2 die Summation tber die Spmrlchtungen im End-
und im Anfangszustand bedeutet (die K-Schale enthélt ja ein Elek-
tron fiir beide Spinrichtungen!) und fiir k& der aus dem Energiesatz
folgende Wert einzusetzen ist. Ferner ist:

(0121%) = [dr (v; &dy(®). (7)
Den gesuchten Koeffizienten der inneren Konversion erhalten wir

daraus durch Division durch die Anzahl (2) der pro sec emittierten
Quanten.
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Da fir unsern Fall das Matrixelement nullter Ndherung ver-
schwindet, wird das niederste Glied proportional (Za)2 und gegeben
durch das Quadrat des Matrixelementes 1. Ordnung:

02, k) = e/d%[u (o) * PO (fy* (2 d) & Pl uy]
+e]d3fr[u( % P (F) (2 A) PO u,].

= -

Beachten wir noch, dass (2a) (xb)=(ab)+i (5-axb), wo & der
Spinoperator ist, so wird:

- - P

(0] 24 ) = e (w (R)* ug) (V+W)+ie (u (k)* & up) (V+W)
mit; - e
V=jd3r (Po(k)x4- 1)
W — fd3 (P (k)*- A ¥0)
V:fda (P (k)* AxP})
W:fd%«(@ (k)y*x A o).
Damit schliesslich :
Z 0] 2 [B)|2 = {[V+W 2+ |V+W |2} (8)

Es lasst sich nun relativ leicht zeigen, dass V und W verschwin-

den, hingegen ist die Berechnung von ¥ und W sehr langwierig und
miihsam. Auf ihre Wiedergabe moge daher verzichtet und nur das
Resultat angeschrieben werden:

Der Koeffizient der inneren Konversion fiir magnetische 2%-Pol-
Strahlung 1st:

ﬁ‘:“'(Z“)z'[F(l+%)2]rEL-Wl- w1 .(E)bHX

2l+1)1 1—ean (T+n5t \7
X{ l l D} B+ F) 9 D1E1(1+l—n2)+D1F1(2+l)n]_1_
20+1 | (102 +nt ' “1+n® [(L+0)2+ n2] (L+n2) ‘
1+1 [ Dy | Ej+F, D,E, (I—n%)+D,F (z_1)n”
21+1 [12+n2 Trmr T2 : (12+n2)(1ia§2) : (9)
Daber 1st:
_ (27+1)! 9 2 .
D=1 [(2 Le1) =l (1) (142 n2 (14+2)) G|
1 1 21
By = — o ramy P — iy, (B +n? (2 P4+8 BHI1)) (14+n?) Gl] L (10)
1 1 21+1
Fy=+ 50 L [(2l+1)q(——’ (1+2n2 (1+8)) (1 +n2) Glh
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-1 21+1)!
D=+ "0 o [12(9_1+1) ‘4;;, (20 (1+29) G,
1
E2=+Fm[2 P M, (2124+n2(1—81—212) (1+n2) Gl] (1)
Fo= 45107 [(21+1)2—%fp;—’ (@Ur1)1+2n2(1+81+2 1%)
(1+n?) Gy
und
Gl — (1+n2)lﬂz (l+1) g—2narccotgn Vl
12)
4'w 1 1+l 1+:in (
V,=— (21)'1 PR {1—1—@% F(l —21; 1+in—I; )}
I'+1+1in)
W, = }—Fm—nﬂ — (1403 d+n?) ... (24+nd).  (19)

Die hypergeometrische Reihe in (12) bricht wegen des negativ
ganzen Index (—2[) ab, so dass sie elementar auswertbar ist. Es
gilt fir V, folgende Rekursionsformel:

I+2 22 1+1 -w,
Vt+1 = Vz

Ter W)+ ooy T (14)

mit
Ty = 0,7, =0
(Dieses V; ist dasselbe wie in der Arbeit von Dancorr?l)),

Ferner se1 nochmals an die Bezeichnungen erinnert:

1/a= Radius der K-Schale: a = Za p, p = mf‘:c

n = afk = Za/y2 n— (Z«)® (Energiesatz)

= hw  y-Energie

mg c? my ¢

Die Formel ist giiltig:

1. Fir kleine bis mittlere Z: der relative Fehler ist ~ (Z«)2, da

man sich leicht iiberlegen kann, dass keine Glieder in (Ze«)?® auf-
treten.

2. Fir n < 1: der relative Fehler ist ~ 7.

Fir Abschétzungen wird also jedenfalls die Formel brauchbar
sein bis Z < 60, hw = 100 keV.
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Zum Schlusse méchte ich Herrn Prof. Fierz, der diese Arbeit
anregte, sowie Herrn Prof. Pavwr fiir ihre Unterstiitzung und viele
wertvolle Ratschlige meinen hoflichsten Dank aussprechen.

Ziirich, ETH.
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