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La self-enepgie de l'electron dans un champ

edectromagnötique exterieur
J. Göhöniau, Universite libre de Bruxelles, Centre de Physique Nucleaire et

F. Villars, Institut de Physique, Ecole Polytechnique Federale de Zürich.

(l.X. 1949.)

La methode developpee par Schwinger pour calculer la self-
energie de l'electron libre peut etre etendue au cas d'une particule
electrisee dans un champ electromagnetique, en utilisant des fonc-
tions S (x, x') et Sm (x, x') qui tiennent compte de ce champ
exterieur. La self-energie de l'electron dans un champ exterieur differe
de celle de l'electron libre par des termes qui dependent de ce champ
exterieur. Dans le cas d'un champ constant, les termes lineaires
definissent un moment magnetique intrinseque de l'electron. Aucun
terme decrivant une renormalisation de la charge n'apparait alors.
Ceci soutient la these que la seule renormalisation de la charge est
celle introduite par la polarisation du vide.

Ce resultat permet de definir l'anomalie dp du moment intrinseque

par
d.ESelf|

0 P — 5^?0 Hext \B 0

en etroite analogie avec la definition generale du moment magnetique.

Les termes quadratiques definiraient une polarisabilite de l'electron.

Mais nous utiliserons ci-dessous les fonctions S (x, x') et Sm
(x, x') seulement dans une approximation lineaire par rapport au
champ exterieur.

La methode s'etend naturellement au cas des nucleons. Nous
traitons brievement le cas du proton par la theorie du meson pseudo-
scalaire.

1. Les fonctions S, 8 et Sm 1). La matrice S (x, x') est determinee

par le fait qu'elle doit satisfaire aux equations de Dirac

(yMäM + xo)S(x,x') 0 (1)

dft dli-ieAM dM=-dÖx
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et aux memes conditions initiales (pour t t') que la fonction S

(x—x') (1). On peut exprimer S (x, x') ä l'aide d'une matrice A

(x, x') de la maniere suivante:

S(x,x') (yßdu~-x0)A(x,x') (2)

Cette matrice A doit verifier le Systeme d'equations du second
ordre de Dirac

(4 d*- *o + « M) A(x,x') ==0 (3)

M=|*>„ aß^~iyß.yr F„„ dßA-d„Aß (4)

et les memes conditions initiales que J (x — x'). Pour un champ
electromagnetique constant,

X

A (x, x') \a (x- x') -MS^l eM\ exp (i I'A"dx") (5)

ä des termes quadratiques pres par rapport au champ exterieur. On

peut evidemment, ä cette approximation, remplacer l'exponentielle
par

X

1+ie [a" d x"

et ecrire x

X

A(x,x') A(x-x')h +ie [A"dx"]- dA^x^x"> eM. (5')
X

Mais il convient de laisser l'exponentielle pour faire apparaitre
l'invariance de jauge.

Portons (5) dans (2). II vient
x'

S (x, x') ¦ exp (i e [' A" dx")
X

(y„*„-*„) [A(x-x')- dAi^--leM]+i^A(x-x')Faßy0l(xß-xß)
(6)

x) Les notations non expliquees ici sont Celles des notes de Schwinger, Phys.
Rev. 74, 1439 (1948) et 75, 651 (1949) que nous designerons par S I et S II. Pour
les fonctions modifiees par le ehamp exterieur, nous ecrivons simplement S (x, x'}
au lieu de S (x- x'), A (x, x') au lieu de A (x— x'), etc.
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Nous aurons besoin de

A (x, x') —- e (x, x') A (x,xr)

„ x

\a (X) -—-f eAfl exp ie fA"dx" (7)
0 x'

{* £„*„ i x'-x)

S(x,x') (ylld/l-x0)A(x,x') (8)

x'

S(x, x') -exp(te f A"dx")
X

(y„^-«o) [.<!(*)-j-^-eM] + ^A(X)Faßya(xß-x'ß). (9)

La fonction ,1(1) (x, xf) sera de meine definie par
X

A(1> (x, x') [d« (A)-az>1g(A) e Ml exp (te fA" dx") (10)

et enfin
,SW(x,x') (y,^-^„)d<1)(.r,.x') (11)

Oll

S« (x, cc') exp (te f A" dx"\
X

M,-*o) [#(A)-äÄ«if] + j ^(^„y,^-^. (12)

2. Self-energie. Les transformations qui conduisent ä l'expression

-r CO

frs (s) - ^
/d* f { v (x + f) ya[D (A) S«1' (x + |, .x) + D«1» (A) S

— CG

(x-ff,a;)]yav>Or.)+c.c.} (13)

de la densite de self-energie de l'electron sont les memes qu'en l'ab-
sence de champ exterieur (Schwinger S II, § 31). L'apparition de

x) Dans le cas d'un champ exterieur non homogene des termes supplementaires
apparaissent, dus au fait que la valeur moyenne du courant pour le vide n'est plus
nul, et decrivant ainsi les effets de la Polarisation du vide par le champ exterieur.
Mais, puisque les sources d'un champ homogene peuvent etre placees en dehors du
domaine en consideration, aucun phenomene de Polarisation n'apparait dans notre
cas, comme on le verifie d'ailleurs facilement ä l'aide de (12).
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la fonction S(1> (x, x') provient de ce que les valeurs moyennes d'ex-
pressions telles que

y> (x) y> (x')

pour le vide (pas d'electron, pas de photon), sont evaluees dans le
vide modifie par le champ electromagnetique exterieur, tandis que
S (x, x') est introduit par l'anticommutateur {y> (x), y (*')}.

En vertu de (9) et (12), et en posant

r(i)=yßT\ -«.,
(13) est la somme de

1 ~ 4 fdi f V (* + f) Y, ff W r (£) .4(1> (k) + D<]> (X) r (£) A(Ä)] ya
-*oo

y>(x) ¦ exp (te / A" dx"\ + c. c. (14)
ä ]

n= J />i y^ + Dya[öWr(f)-^ +D<1>(A)r(!)--^U

Afy.v^ + ccJ (15)

HI ^-F„wifdU{v (x + I) y«[B (/) AW (X) + D<» (A) J(A)]
— oo

Y^a^vWix) +c. c.} (16)

3. Calcul des integrales I, II, III dans Vespace d'impulsion. D'une
maniere generale, une fonction / (x) et son inverse de Fotjrier / (k)
seront liees par

L'integrale I possede l'invariance de jauge. En choisissant

Aß (x) 4 xvFv/l FßV -FVß constantes

on a
x+i

A"dx" Aß(x)^.
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Dans l'espace d'impulsion, I donne alors, en n'ecrivant qu'une com-
posante de Fourier u (q) exp (— iqx) de y> (x)

Iq YWnV fäik{ü(q)e-^x[D(k)A^(k-q)+D^(k)Ä(k-q)].
¦[-iy(k-q)+2x0]y>(x) + c.c.}

Oll
q q — e A (x)

Or

D(k)A^(k-q)+Dw(k)A(k-q)=2r(d[(k~^+X<>] + ö{k2)
\ * (k-q)2+xl 1

l
-2r f dv d' [k2 + v (q2 + x\ — 2 hq)].

o

Introduisons cette expression dans Iq et effectuons le changement
de variables

k' - k — vq.

II vient ainsi, en ecrivant k au lieu de k',
i

l<i W3 f^k fdl'iU {q) «_ia**'(*' ~ *>* + *) •

o

[~iyq(v — l)+2x0]y>(x)+c.c.}
oü

e (v- v2) (q2 + -4)

Permutons les integrations et effectuons l'integration sur k0. Nous
obtenons

h- 2jL)2 fdv\[-iyq(i— 1)+2x0]ü (q) e~^.
ö

/ k2dk / \/ ; — - ~i w(x)+c.c.\.

Developpee suivant les puissances de e, Iq devient, en se limitant
au terme lineaire en e,

1 t oc

/ dv \[iyq(l— v) + 2%0] ue~iqx f(x) + c.c
p2I —-« 2 (2 it)

o
i [

%4 /du [tyg(l-«) + 2%0]üe-'^t1(l-«)(g2 + ^)-2(2ji)2 2
ü

k2dk |

/ ,—rr* ?(*) +c-c- •

0 (fc2 + *o*>T
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La premiere ligne donne pour I le terme de masse (infini logarith-
mique)

oo
3 e2 f x2dx

En tenant compte de ce que y> (x) satisfait aux equations de
Dirac en presence du champ exterieur, la seconde ligne donne pour
I la somme d'un terme de Pauli :

6

et d'un terme de la forme

^ (18)
f

dont la contribution ä la self-energie est nulle.

Pour l'integrale II, on a d'abord

W.~ TWSfi /^{S(9)^'[ö(fe) dAW£f-q) +i>»(k) ^f
7*[iy(q — &) — *ol Myay>(x)_fc.c.

Gräce aux relations

Mya yaM + 2iFaßyß

Ya (iyp — «o) 7a ~2 (* V V + 2 *0)

et en utilisant les equations de Dirac en l'absence de champ

u (q)iyq — x0u (q)
il vient

ü (q) y« [i y (q- k) - x0] M ya

- 2 ü (g) (i y k + x0) M- 4 *'a„ (&- ka) ü (q) yß

Le second terme du second membre fournit ä nouveau une contribution

du type (18). II reste ainsi le terme de Pauli

~2{Ufdik{^e^xP^ dA^r +Da)W dI^9)}-

(i yk + x0) M f + c. c.[.
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Ceci se transforme en utilisant la relation

„,-., dAm .„,,,, dZ
D (k) —-, + zl(1) (k) -4 - 27t fdvv ö" (k2- 2 kqv)

O x0 0 x0

et fournit le terme de Pauli

ö

II est facile de voir que III a la forme d'une divergence analogue
ä (18) et peut donc etre laissee de cöte.

II reste donc, abstraction faite du terme de masse et des diver-
gences (18),

i
e e"

h^X^ ==~H<0T^y)Mv'2 /dv(1~v)

ou
e e

K (x) ~ a a -¦> W M- VS v ' 4x0 4,-r2 T T

ce qui est bien l'expression obtenue par Schwinoer.

Self-energie du proton. La methode utilisee ci-dessus est applicable

au calcul de la self-energie du nucleon et conduit ä des

remarques analogues. Nous nous placerons dans la theorie du meson
pseudo-scalaire avec la densite d'energie d'interaction

h (x) \/8ng{rppy5 ips ¦ & + fNy5yp-@*}

oü 0 est 1'Operateur fonction d'onde du champ de mesons, y>P et
yN les Operateurs fonctions d'onde relatifs aux protons et neutrons
respectivement. Par les transformations habituelles, la densite de

self-energie du proton s'ecrit

hs (x) =-2oig2 [dH{wP (x + f) [D(1) (x + f, x) Ü A (X)

— CO

+ D(x + |, x) Q d(1) (X)} yp (x) + c. c.}
ou

n d
l£ yv -v-j Y X0 (x0 masse du proton)
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Les fonctions singulieres A et Am se rapportent cette fois au
proton et D, -D(1) au meson. A l'approximation lineaire pour le

champ electromagnetique exterieur
x+S

D(x + i, x) =D(X) exp te Li" dx"
X

x+S

Da) (x + I, x) Dw (X) exp ie [a " d x".
D'oü

-fco

hs (x) ^-2ji92 fd* £ f (x + £) [D(1> (X) QA(l) + D (X) Q J(1) (Xj\

expte^(a;)^ + c.c.

ou, en introduisant ä nouveau les developpements en integrales de

Fourier, et en n'ecrivant que la composante ü (q) exp (— iq x) de
W (x),

+ °°

hs(x) - f^ fdiküe-i<lx[D(k) Am (k-q) + D(1) (k) A (k-q)]
— CO

¦{—iy (k — q) + x0}y>(x) + c. c.

L'expression entre crochets est egale ä
1

— 2r I dv ö' (k'2 + m2 (1 —v) + v2 x\ + e)

ö

oü m est la masse du meson et

k' k — vq
E (V _ vt) (f + ^)

II en resulte que
+ <X> 1

fy,(s)= 4^2 fdiküe~iqx fdvö" (k2 + m2(l— v) ^v2x';-e)
-00 0

(t (1 — «) y £ + x0} y> (a;) + c. c.
Mais

Effectuons l'integration sur k0 et sur la direction du vecteur K.
II vient ainsi

1 CXI

K(x)^-^ü(q)e-^fdv f Jt*dJ^
Zn { / [K2 + m2(l-v)+v2xl +e]2

{t(l— w)y2+ x0}^(a;) + c. c.
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En developpant ä nouveau par rapport au petit terme e, le pre-
mier terme, independant du champ exterieur, est une correction de

la masse. Le terme lineaire en e fournit la correction au moment
magnetique. Par un raisonnement analogue ä celui utilise pour
l'electron et en laissant encore tomber les divergences,

1 co

\(x) ^i^MWx0 jdvv2(l-v) f K'2dK- - r.
ö ö [K2 + m2(\-v)+v2xlY

Ces integrales s'evaluent facilement. En integrant sur d4 q, ce qui
reintrodait y> (x), et en posant 6 mjx0,

g1 e - fl d(2-4:ö2 + öi) x6h.W=-'n 4*0 YMy^-d*- -j^= cos-^4-

4-a»(2-5«)logi}.

C'est exactement le resultat obtenu par Luttinger1) et Case2).
La meme methode fournit egalement le resultat de ces auteurs pour
la correction au moment magnetique du neutron.

x) Helv. Phys. Acta 21, Fase. 6, 495 (1948).
2) Phys. Rev. 76, 1 (1949).
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