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Ladungsträger-Suszeptibilität und Cyclotron-Resonanz
von Germanium

von Ch. Enz (Physikalisches Institut der ETH., Zürich).
(22.1.1955.)

Zusammenfassung. Auf Grund der heutigen Kenntnisse über die Struktur der
Energiebänder von Ge wird die Ladungsträger-Suszeptibilität im Eigenleitungsgebiet

berechnet und mit den experimentellen Resultaten von Busch und Helfer1)
verglichen. Die bis heute noch nicht entschiedene Frage, ob im Leitungsband 4
oder 8 Ellipsoid-Scharen zu nehmen sind, wird eher zugunsten der Zahl 4
beantwortet, indem für N 4 eine Abweichung von ~ 30%, für N 8 aber eine solche

von ~ 90% festgestellt wird. Diese Übereinstimmung ist angesichts der getroffenen
Annahmen als befriedigend zu bezeichnen.

1. Einleitung.

Die Messungen der Suszeptibilität von Busch und Helfer1) an
Germanium zeigen unterhalb 900° K einen von der thermischen
Behandlung abhängigen Verlauf, der bisher noch nicht erklärt werden

konnte (vgl. jedoch Stevens und Crawford2)). Demgegenüber
zeichnet sich der Hochtemperatur-Ast T > 900° K) durch seine

Reproduzierbarkeit aus. Durch Vergleich mit der analogen Situation

beim oc-Sn3) kamen Busch und Helfer zum Sehluss, dass
dieser Ast zu deuten sei als Ladungsträger-Suszeptibilität im
Eigenleitungsgebiet („Eigensuszeptibilität"), dem eine temperaturunabhängige

(im Unterschied zu 2)) „Atomsuszeptibilität" x*) überlagert
ist, gemäss3)

X Xa-10-7-A.FI2-e-E^T (1)

(A ist eine Konstante, E® die Aktivierungsenergie bei T 0, vgl.
(32)). Tatsächlich lässt sich (1) an den Hochtemperatur-Ast von
Busch und Helfer anpassen. Mit E°% 0,75 eV erhält man als die
besten Werte für die Konstanten (vgl. Fig. 2)

%a -0,907-IO-7; A 0,180. (2)

Während die Berechnung von Xa erst durch eine befriedigende Er-

*) Hier und im folgenden bedeutet % die spezifische Suszeptibilität.
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klärung des Verlaufs von x lür T < 900° K möglich wird, ist der
Wert von A im wesentlichen schon durch die Struktur der Energiebänder

bestimmt.
Im folgenden soll nun A berechnet werden auf Grund der

heutigen Kenntnisse der wichtigsten Energiebänder, wie sie die Experimente

der Cyclotron-Resonanz4)5)6)16) geliefert haben. Bei der
Beurteilung des Resultates sind folgende Punkte zu beachten:

a) Der Paramagnetismus der Spins wird nach der Paulischen
Theorie7)8) berechnet, welche bekanntlich den Austausch- und
Korrelationseffekten8)9) nicht Rechnung trägt.

b) Für den Diamagnetismus wird die Formel von Landau und
Peierls10^12) benützt, in der Mischeffekte zwischen verschiedenen
Bändern10-12) vernachlässigt sind.

c) Die Effekte a) und b) werden additiv berücksichtigt, was bei
kleinen Magnetfeldern eine gute Näherung ist8).

d) Das Leitungsband (L.B.) wird durch N A bzw. 8 Ellipsoid-
Scharen in den (l,l,l)-Richtungen des Kristalls4) dargestellt. Dabei
ist vernachlässigt, dass bei den betrachteten Temperaturen auch
andere Zustände besetzt sein werden.

e) Die Kitteischen „warped surfaces"5) für das Valenzband (V.B.)
werden durch zwei konzentrische Kugelflächen approximiert. Auch
hier sind tiefere Zustände vernachlässigt.

f) Die Ladungsträger-Gase sind als nicht entartet angenommen,
was sich als relativ gute Näherung erweisen wird.

Angesichts der erwähnten Näherungen kann keine exakte numerische

Übereinstimmung der berechneten Werte von A mit
demjenigen in (2) erwartet werden.

2. Allgemeine Formeln.

Die Zustandsdichte in einem Energieband E(j>) ist gegeben durch

wo

V(£)= f d*p (3')

das von der (geschlossenen) Energiefläche E (p) I begrenzte Volumen

im p-Raum ist. Bedeuten ferner f(E) die Verteilungsfunktion
der Ladungsträger, pi das Bohrsche Magneton, q die Dichte der
Probe, m die wahre Elektronmasse und

°*E IA\xik m -j—5— (4)
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den Freiheitszahl-Tensor, so ist der Spin-Paramagnetismus bzw. der
Diamagnetismus gegeben durch

X*™=-X f D(E)±LdE (5)

bzw.

*dia= + !4 f <«iX*r2-^>D(V)-ddE-dE
Bänder

¥ T f dE IW ¦ FT j -FA^-Ej ^11 *22 ~^ ¦ (6)
Bänder

Dabei ist in (6) p3 die Richtung des Magnetfeldes H.
Für ein Ellipsoid im Hauptachsen-System px, p2, p3

2 =2^^i'-A-^+ A^-^ (7)

ist das Volumen (3')

!,A - ¦

_Vm(i) ^2^(mxm2m3yi2^2
und somit (3)

#En(£H4SrK™2™3)1/2X2 (8)
n2W-

(H h/2n). Ferner lautet (4) in diesem Koordinaten-System

Nun ist der Ausdruck an oc22 — <x22 in (6) das algebraische Komplement

zu <x33, daher gilt
2 —1 II

aU a22 al2 — K33 '|Sa|l'

wo oc-1 der zu oc inverse Tensor und || a [j die Determinante von a

bedeuten. Da H die p3-Richtung hat, ist aber a"1 gleich der
invarianten quadratischen Form von <x_1 mit dem Einheitsvektor h

H/H, d. h.

ail K22— al2 Q1' °X 'O ' a I • 0-®)

Dies kann man nun im Fall (7) leicht auswerten, indem man in das

Hauptachsen-System des Tensors a übergeht. Sind hx, h2, h3 die

Komponenten von h in diesem System, so wird unter Berücksichtigung

von (9) _ _ _
.2 _ „,2 / V K2 V \ __

™2(X_ + Xl_ + _____)oc,, a0„ oc]9 — m i p — 1 - i — —1=11 ¦" lc \ m2 m3 »i3 mx mx m2 f mvi

m*= m* (h) ist die in der Cyclotron-Resonanz aus der Resonanzfrequenz

œ eH/m*c ermittelte effektive Masse 13)16).
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3. Leitungsband.
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Die Messungen der Anisotropie der Cyclotron-Resonanz an n-Ge4)
sind konsistent mit dem Modell von N A oder 8 Scharen von
Rotationsellipsoiden (7) mit Zentrum und Hauptachse in den

(1,1,1)-Richtungen und den Werten

m1 m2=m± 0,08-m; mssm^=l,Q-m. (12)

Die Zustandsdichte der Elektronen im L. B. (Index n) ist dann nach
(8) (Energieskala siehe Fig. 1)

Dn(E) N-Dm(E) N.
T2/*3 m±mfE112. (13)

Ei
L.B.

j, //////////////////////////.

:'\
/////////////////////////A

V.B.

Fig. 1.

Energieskala.

Im Fall der Nichtentartung gilt für die Verteilung der Elektronen

fn(E) e-CJ+W/M-. (14)

Cn ist der Abstand der Fermi-Energie f vom untern Rand des L. B.
(vgl. Fig. 1).

Damit wird die Elektronen-Konzentration

^"IrW» e-rnlkTDn(E) fn(E) dE nt.2^nT- e~"nl (15)

und der Beitrag der Elektronen zum Paramagnetismus gemäss (5)

yPara.
An ^Xit^^'üdX^» w>dE
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Der Diamagnetismus der Leitungselektronen setzt sich zusammen
aus den Beiträgen der Ellipsoide r 1, 2, N, d. h. (6) wird

oo Y

XT TTfdE FW ¦ D™W ¦ E Mi«.*- K2)2]. (17)
0 r 1

wo ocr der Tensor zum r-ten Ellipsoid ist. Weil || oc || eine Invariante
ist und daher nicht von r abhängt, wird nach (10)

2J [«J- oc22 - (aj2)2] (h, £ («0 - > h) -1 « | (18)
r l r

Dieser Ausdruck muss nun invariant sein unter den Deckoperationen

des Gitters. Da die ocr konstante Tensoren sind, folgt im
vorliegenden kubischen Fall, dass (2ja.r)~1 ein Vielfaches des Eins-
Tensors sein muss, d. h. r

£ (a') -1 I Spur hT (a-")-1] • 1 ~ Spur (oc ]) - 1.

Der letzte Ausdruck folgt daraus, dass auch die Spur eine
Invariante, also unabhängig von r, ist. Mit (9) und (12) erhält man nun
für (18)

E[<X<2-(<2f]-i-^(-éF + -k) (19>

und (17) wird, unter Berücksichtigung von (13)

oo

was wegen (16) dasselbe ist wie

ydla __
J_

_____ XL J_ __L| yPara ^0)*» 9 mj_ \mj_ »»II / M ;

4. Valenzband.

Nach Kittel5) hat man für das V. B. zwei Bänder zu berücksichtigen,

definiert durch

E±(P) s im W±W+ c(p\p\ + p\p\ + p\p^}. (21)

Die Flächen E± (p) const, kann man auffassen als zwei
deformierte konzentrische Kugeln (warped surfaces). Für die Berechnung
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des Magnetismus der Löcher soll jedoch von dieser Deformation
abgesehen werden, d. h. (21) soll durch die gröbere Näherung

E±(?).XL (2P)

ersetzt werden. Dann müssen m+, m_ den Maxima der beiden
experimentell festgestellten Linien der Cyclotron-Resonanz an p-Qe
entsprechen4)5)6) :

m+ 0,04-m; m_ 0,3-m. (22)

Die Zustandsdichte der Löcher im V. B. (Index p) erhält man
wieder aus (8), indem man dort mx m2 m3 m± setzt (Energieskala

siehe Fig. 1), d. h.

D±(E') -§^(m±y2E'V2; Dp(E') D+(E') + D.{E'). (23)

Ebenso folgt aus (11')

a±ar2-(4)2=(^-)2. (24)

Analog zu (14) gilt hier bei Nichtentartung

fp(E') e-(E'+^lkT, (25)

wo Cs der Abstand der Fermi-Energie vom obern Rand des V. B.
ist (vgl. Fig. 1).

Damit wird die Löcher-Konzentration

V=fDp(E') UW) dE' K2+ m^ - XtgX • e-^ (26)

o

und der Anteil der Löcher am Paramagnetismus gemäss (5)

oo

*r - T"/ D_ (B ') FW dE ' T K2 + ™3XJïiX»'X (27)
0

Ferner wird der diamagnetische Beitrag der beiden Bänder (21')
nach (6) und (24)

„Uli* _t-v 3 q^-^-fdE'^[D+(E') (^ADAAF) (£)'
o

- y£«2[<'2+C^ e-^F (28)



164 Ch. Enz. H.P.A.

5. Eigensuszcptibilität.

Im Eigenleitungsgebiet (hohe Temperaturen) ist die Lage der
Fermi-Energie £ durch die Bedingung n p festgelegt. Dies führt
mit (15) und (26) auf die Gleichung

Nmx wii '
e'i„-i;v)ikt (29)' 3/2 3/2 v 'ml + mA

oder

C-C^fcTlogy
und zusammen mit der Beziehung (siehe Fig. 1)

^n ' ^3, -^ ff
auf

y |B,±-xlogy. (30)

Mit (16), (20), (27), (28) und (30) erhält man dann für die Eigen-
suszeptibilität, nach einigen Umformungen,

y yPara _L yaia _i_ yPara dia
A An ' An ' Ap ' Ap

lAm^dTY'2 1 1 toI/2^3/2,^/^]1'2.

(o "'/1 | 2\ m2 <XnX2| -*fc
'{ 9». Ui + mn/ 3 m^ + m^ I

" l j

Berücksichtigt man für Eg noch eine Temperatur-Abhängigkeit
__*emäss"

Eg(T)=Eg~ßT; E°g 0,75eV; ß S,5-k (32)

und setzt in (31) die numerischen Werte (12), (22), (32) und die
Dichte von Germanium, q 5,46 g/cm~3, ein, so erhält man endlich

X -10-7 • AN ¦ T1'2 ¦ e-E°°i2kT (33)

10,244 für N A
_

Eg" _ 0K /38«^~( 0,845 für _V 8' TF^4doU K" (dX

Zur Beurteilung der Annahme der Nichtentartung der
Ladungsträger-Gase hat man die relative Abweichung der Fermi-Verteilung
von (14) bzw. (25) zu bilden

6*.|(e*+l)-i_e-«| (««+_.)-i /(f).
Man erhält im ungünstigeren Fall (Löcher) für _V 4 bzw. 8

C„ \ _
| 10 bezw. 15 % für T= 1000° Ki(-m 18 bezw. 24% für T= 1200° K.
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6. Sehluss.

Der Vergleich von A in (33') und (2) zeigt für N 4 eine Abweichung

vom experimentellen Wert von ungefähr 30%, für N 8

eine solche von ca. 90%; dies ist im Hinblick auf die gemachten
Näherungen erstaunlich gut. Da bisher weder theoretisch noch
experimentell irgendwelche Anhaltspunkte bestehen zur Entscheidung
der Frage N A oder N 8, ist von Interesse, dass das obige
Resultat eher zugunsten von N A spricht, im Einklang mit der
von Herring- und Herman geäusserten Auffassung15).

-0,90
-0,907

-0M

-0,Q6

-0,01

-100

-102

-Wit
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-101

10'X

*^*>>^""

\
\ \c\
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\
\ A

A
\
\
\ \ \

»

V

» \ 1
8

A -\03tS \ö_# \0,1S0

100 900 1100 1300 T°K300 500 TOO

Fig. 2.

Anpassung der Kurve (1) mit __°_ 0,75 eV an die Messpunkte von Busch
und Hblfbb1).

A berechnet mit dem 4-Ellipsoid-Modell.
A berechnet mit dem 8-Ellipsoid-Modell.

Im weiteren zeigt die Untersuchung, vor allem Fig. 2, dass die
Interpretation des Hochtemperatur-Astes als Eigensuszeptibilität
richtig ist. Eine befriedigende Erklärung des konstantes Wertes Xa
in (2) kann aber erst im Zusammenhang mit der Deutung des
Verlaufs bei tiefen Temperaturen erwartet werden.

Zum Sehluss möchte ich Herrn Prof. Dr. G. Busch für die
Anregung dieser Rechnung und für sein stetes Interesse herzlich
danken.
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