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J. V. Pexider.

Anzahl der Primzahlen unfer einer gegebenen Grenze.

(Eingereicht im Jan. 1906).

L
Die Anzahl aller Primzahlen, welche kleiner, héchstens
gleich sind der positiven reellen Zahl x, sei — wie iiblich —

mit v (x) bezeichnet.
Die Anzahl aller positiven ganzen Zahlen, die den Teiler
2 haben und < x sind, betrigt

X
o,=|35|

wobel die eckige Klammer das Gauss’sche Funktionszeichen fiir
die zahlentheoretische Funktion E (x) bedeutet, also unter [x]
die grosste in x enthaltene ganze Zahl verstanden wird.

Sei ferner der Kiirze halber

i) =[] - [

gesetzt; dann ist stets 4 [E] gleich 1 oder 0, je nachdem n =90

oder n =5 0 1st nach dem Modul g, also je nachdem u ein Teiler
von n ist oder nicht; demzufolge hat die Differenz

1— 4 [9-]
‘LL
den Wert 0 oder 1, jenachdem wu ein Teiler von n ist oder nicht.
Die Anzahl aller ganzen positiven Zahlen, die durch 3 teil-

bar und < x sind, betrigt = ; unter diesen sind aber — der
Bedeutung des Zeichens 4 gemiss —

o 4 [35

>\

E—1

Zahlen durch 2 teilbar. Mithin i1st
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& 3k
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k=1
die Anzahl aller Zahlen, die den Teiler 3 aber nicht den Teiler
2 haben und < x sind.

Allgemein gibt der Ausdruck

Bl S 1)

k._

= Sl =] - %)

k=1 =

die Anzahl derjenigen Zahlen an, welche durch ¢ teilbar sind,
aber nicht teilbar durch « — 1, « — 2, ... 2, und samtlich < x

sind, Denn von der Anzahl I:i{l, welche die Anzahl aller durch

o teilbaren Zahlen < x angibt, ist zuerst die Anzahl aller der-
jenigen unter ihnen abgezogen worden, die zugleich durch 2 teil-
bar sind und deren Anzahl

[E] ak

>4|7]

k=1

betrigt, dann die Anzahl derjenigen unter ihnen, welche durch

3 aber nicht durch 2 teilbar sind und deren Anzahl (mit Beriick-
sichtigung des frither Gesagten)

S o[

k=1
ak
4[5 =

geschrieben; hiernach verwandelt sich der Ausdruck fiir o, in
den einfachen

betriagt, u. s. w.
Sel nun kurz
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k=1

Weiter bedeute

v=|Vx]

Alsdann gibt, da jede zusammengesetzte Zahl einen Teiler

< [\/55] besitzt, wenn sie einen solchen > [\/}_:] aufweist, die

Summe
¥V

>
Ou
=2
die Anzahl aller Zahlen der Form « - 8 < [x], wobel o =2, 3,
coo ks [:\/E] und 3=1,2,3,.-. [%} bedeuten, an, d. h die An-

zahl aller zusammengesetzten Zahlen < x und aller Primzahlen

< [\/E], die Einheit nicht mitgerechnet. Der Ausdruck
,l
LN
[x]—1— 2:, .

gibt also die Anzahl aller Primzahlen < x, aber > [:\/E:l an,
d. h. es ist

v

[x]—1— D ou=(x)— v (Vx),

=2

wobel g, == [g]a

EH ) .
BN e bl B el |



— 8 —

fir « =38,4,5,. . v._[\/x] bedeutet.
Nun hat aber in dem Produkte hinter dem Summenzelchen
des Ausdruckes

] s
= 3-8+ [257) 0, (1)

k=1

der erste Faktor fiir jedes # >1 den Wert
1—8k+8k—1=0,

voraus allgemein

G,,=—0

2B
folgt. Uberhaupt ist
o,=0

sobald z eine zusammengesetzte Zahl bedeutet; dies folgt um-
mittelbar aus der frither gegebenen Bedeutung der Summe g4
von selbst. In der Summe 3o, erhilt man hiernach fir o, nur
dann einen von Null verschiedenen ganzzahligen Wert, wenn «
einen Primzahlwert annimmt.

Man kann die Werte o, und o, auf einfache Art ausrechnen
und zwar findet man

1) (@=[X§3] fir \z>3
und
@) 1+[ ]-1-[";65] fir Vx>5,

so dass sich unter der Voraussetzung \/x>5 auch schreiben lisst

B yv@—ylx)= [X__—] - [X___f!;—_g] - [5_3:0_5]

Man setze schliesslich

Y(x) —y(/x)=¥(x);

dann 1st offenbar
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YE)= FE)+ Fx,)+ ¥x,) +---+ F(x,_) + 1,

1
'4
X, =|x?

bedeutet und worin die ganze Zahl 7z so bestimmt werden muss,
dass

wobel

1

2T
1<x” <2
wird, damit die Bedingung

erfiilllt sei.

Aus der Beziehung x? <C2 bestimmt sich die Zahl r, wie
folgt: es muss die Ungleichung

lgx
s 163)
g2

befriedigt werden und z selbst die nichstgrdsste ganze Zahl sein,
d. h. = hat den Wert

(i)

| 7= g2 + 1.

So 1st z. B. fiir x =1.000000 die Zahl z =5 und
x,=1000, x,=31, x,=5, x,=2, ¥(x)=1.

T>

so dass
(1000 000) = ¥(1000 000) + *(1000) 4 ¥(31) 4 ¥(5)+ 2.
Fir alle Zahlen 4 <x <9 ist

‘P(x)=[x]——1—02=[x;1] —w

da g, =[%] i1st und [\/}] = 2 wird, und demzufolge ist die An-
zahl der Primzahlen selbst durch den Ausdruck

w®=rzﬂ
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gegeben; fir alle Zahlen x, die der Bedingung 9<x<{25 ge-

niigen, ist
P(x) = ¥, — g = [X_E_l] —_ [X 6 3] =,

w(x):___[x;—3] . [ng];

fir die weitere Gruppe von Zahlen 25 < x <49 erhilt man

e NSLNCNECR

und fir yw(x) den Ausdruck

. X—I—S’_ x—3| x—5 x-+5

o= [522|= [552 - [rt [5
So 1st z. B. fir x=48

und die zugehorige Gruppe von Primzahlen die Zahlenreihe
1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47.

und somit

1L

Es bietet keine Schwierigkeit mit Hilfe der zahlentheore-
tischen Funktionen E(x) und .(x) andere Ausdriicke fiir die
Funktion vy (x) aufzustellen.

Wenn die ganze positive Zahl « > 2 durch keine kleinere
ganze Zahl > 1 teilbar ist, so ist sie eine Primzahl; alsdann ist

der Ausdruck
1 [“]
‘I'.l

stets gleich 1 fir p=—2 8,4,--- a —1 und demzufolge auch

das Produkt
o =1 a'
I {1—.’_1 — , o >2
=2 ,u

Ist aber « keine Primzahl, so ist mindestens ein Faktor
des Produktes IT gleich Null, indem dann die Funktion 4 minde-
stens emmal den Wert 1 erhilt. Das Produkt IT hat also nur
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dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert
Eins, wenn « eine ungerade Primzahl ist. Rechnet man nun
fir die Primzahlen 1 und 2 dem Produkte IT die Zahl 2 zu, so
gibt der Ausdruck

]
w(x)=2+§~gz{1-4[§]} @

die Anzahl aller Primzahlen < [x], die Einheit inbegriffen, an.

Damit « eine Primzahl sei1, geniigt es jedoch, dass sie keinen
Teiler < [\/«] besitze; mit Riicksicht darauf erhilt man fir die
Funktion i (x) auch den Ausdruck

EWa .
w(x)=2+2 11 {1-———.4[*]}. (5)
A =3 F=d ) ‘u
Zwischen den Gliedern dieser zwei nur formal verschiedenen
Summen (4) und (5) findet selbstverstindlich die Beziehung

q Ve
L)

Werden aber diejenigen Primzahlen, die kleiner oder hoch-

stens gleich \/x sind, als bekannt vorausgesetzt, so lassen sich
die hier abgeleiteten Formeln fiir y(x) vereinfachen.

Es seien p,, py Pg .-+ p, alle Primzahlen 1, 2, 3, 5,...
der Grosse nach geordnet, welche <\/a sind; sie sind stets in
der Reihe der Primzahlen p, p,, p,; ... P = [Vx] enthalten,
indem o die Werte 3, 4, 5,... [x] durchliuft, d. h. sie sind nun,
der Voraussetzung nach, siamtlich bekannte Grossen. Demzu-
folge wird '

[\/C!_] Q 8 o
A I AR P I
p=2 Iz p=2 Pu
und die Formel (5) iibergeht in die folgende
| | _ [x] . .
v@=vVx)+ sz{lnd[ﬁ]}.

a=[yx]+1
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Der Ausdruck (3) erfihrt unter diesen Umstinden die fol-
gende Umgestaltung. Vorerst wird, indem ¢, = 0 ist fir jede
zusammengesetzte Zahl z,

¥ 1= | 5| = o),

a—3

wobel po die grosste Primzahl bedeuten soll, dle der Bedingung,

kleiner oder hochstens gleich \/x zu sem, geniigt; des weiteren

1st offenbar
pa“'i a—1
T (1—du) = 1T {l—a(pm},
pm=2 u=2

weil die nach p, niichst kleinere Primzahl eben p,_; ist. Man
erhilt so
5

0(pa) = kzl;’_i:{l_"(p"’}

und fir die Anzahl ¥(x) schliesslich die Relation

‘P(x)—i—1=[x]—-[—] 22"“1{1,_4[1;1‘]}_ (6)

a=3 k=1

In diesem Falle lasst sich leicht zeigen, dass der Jonquiéres-
sche Satz iiber die Anzahl von Primzahlen zwischen \/x und x
eine Folge dieser letzten Formel ist.

Denn, bedient man sich der Kiirze wegen statt o I:I;“k]
!J.
des Zeichens du, so ist : -

[%] a—1
o(p“)-_:z{l—ga,, Nt tpe — S Gt b

k=1 7Ty T

+(_ 1)36263..-{?&_1},

wobei in den Summen nur Kombinationen verschiedener u zu
nehmen sind.
Bern. Mitteil. 1906. Nr. 1620.
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Nun hat aber das Produkt du du- - - - du® stets den Wert
1, wenn in der Reihe der Zahlen p,, 2pa, 3pa, -+ < x die Zahl
kps nicht durch pu pu’ - - - puto teilbar ist, wobei jedes pu <pa
ist. Die Anzahl aller solchen Zahlen betrigt aber offenbar

l [[[’bx"] = Pp]: pw-! .

: pu®

~| g
" | Pupp ccPu®pa |’

—

[5.] | )
so dass 2 Ou Opr ++ + Oplk) = [ ] )

LI ] (k)
dt Pu Pu (&) Pa

ist. Fur die Summe o(pa) ergibt sich hiernach der Ausdruck

7{pe) = [pi] - ; [pjpa] + 2 [pypfu pn] T

Ho

2
+o0 [5rig]

und durch Summation tber alle a von a=3 bis a = v und

nach Addition von [—2}5] zu der so entstandenen Summe die Reihe

von Reihen

_X_ a—3
= 2 (7)
(x| [ x
T3] |23]
[x | [ x| " x ] [ x
HE N 2_?7‘“]
[x ] [ x ] | x [ x b.¢ X
s k2 e Pl e i e el [—.3*] + [“5“‘7‘]
X X
+ [_5‘7] - [2.3.5.7]



[] ;[PHPJJFE[M]
+(—1)w[—mp—;_—%]
S-Sk S e

— 1" 3
T [pzpa"'Pa;],

wobei in den Summen alle verschiedenen Kombinationen der
Elemente u, u’, u'’, ... zu nehmen sind.
Man erhilt so das bekannte Resultat von Jonquiéres?)

w(x)+1=[x]——2[§]+2[§]—2[ﬁ]+---,

indem man einfach p, p’, p’/,--- statt pu, pu’, pu’’,- - schreibt
und die Bedingung im Auge behilt, dass die Summen iiber alle
verschiedenen Kombinationen zu je zwei, resp. drei u.s.w. Ele-
menten aus der Reihe derjenigen Primzahlen p, p’, p’’ +-- ge-

nommen werden miissen, die < [\/x_] sind.

Aus dem Vergleiche des Systems (7) und den Ausdriicken
(1) und (2) folgert man noch die Beziehungen

][]+
1)1 [ [l - [59] :47)

die giiltig sind fir jede positive reelle Zahl x.

) Jonquitres, Formule pour déterminer combien il y a de
nombres premiers n'’excédant pas un nombre donné. Paris,
Comptes rendus, tome 95, p. 1144 und p. 1343.
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