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Die Verfolgungskurven einer Geraden.

Einleitung.

Bewegt sich ein Punkt A (x/, y/) mit einer bestimmten,
gleichformigen Geschwindigkeit v auf einer durch die Gleichung
f(x’, y') = 0 (1) dargestellten Kurve, und bewegt sich ein zweiter
Punkt B (x, y) von einer gegebenen Anfangslage an mit einer
andern gleichfoérmigen Geschwindigkeit u derart, dass er in jedem
Augenblicke seinen Weg nach dem ersten Punkte A hinlenkt,
d. h. so, dass er sich immer geradlinig gegen A hinbewegt, so
beschreibt der 2te Punkt B eine Bahn von der Gleichung
f(x, yy=0, die Verfolgungskurve genannt wird. Die
Kurve heisst auch, von dem Beispiel des auf seinen Herrn zu-
eilenden Hundes, Hundekurve, bei franzosischen Geometern
courbe du chien oder courbe de poursuite. Da man
diese Kurve auch erhalten wiirde, wenn der Punkt B sich so
bewegt, dass er immer in der Richtung von A nach B entflieht,
so i1st auch mit der gleichen Berechtigung der Name Flucht-
kurve oder Fliehkurve in Gebrauch. Je nach dem Ver-
haltnis der beiden Geschwindigkeiten v und u der beiden Punkte
A und B gestaltet sich auch die Form der zu den verschiedenen
Grundkurven von A gehérenden Verfolgungskurven.

Das Problem der Verfolgungskurven wurde auf Leonardo
da Vinci zurickgefiihrt, indem S. Giinther eine Stelle in
dem Werke des grossen italienischen Malers in dieser Weise aus-
legte; unabhingig von ihm begegnete diesen Kurven Bourguer
und andere; aber von denen, die der Ansicht von O. Terquem
sich anschliessen, wird dieses Verdienst Dubois-Aymé, der im
Anfange des 19. Jahrhunderts Zolldirektor in Foligno (Prov.
Perugia) war, zugewiesen.!) Es sei hierorts ein in einer Ab-

1) Vergleiche Gino-Loria: Ebene Kurven (Leipzig 1902).
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handlung in «<La Correspondance sur I’Ecole Polytéchnique 1814»
angefithrtes Zitat wiedergegeben:?)

«Un ancien éléve, directeur des douanes & Fuligno, dépar-
tement de Trasiméne (M. Dubois-Aymé) se promenait sur le
bord de la mer: il aper¢ut & quelque distance une personne de
sa connaissance, et se mit a courlr pour l'atteindre. Son chien,
qui s’était écarté, courut vers lui en décrivant une courbe dont
Pempreinte resta sur le sable. M. Dubois, revenant sur ses pas,
fut frappé de la régularité de cette courbe, et il en chercha
I’équation en supposant, 1° que le chien se dirigeait toujours
vers le lieu que le maitre venait de quitter; 2° que le maitre
parcourait une ligne droite; 3° que les vitesses du maitre et
du chien étaient uniformes.»

Jedenfalls steht fest, dass das Problem erst in dem Jahr-
zehnt von 1800—1810 untersucht und teilweise gelist worden ist.

Was die Anwendungen der Verfolgungskurven anbetiifft,
so konnen diese nicht hohen praktischen Wert beanspruchen,
immerhin verdienen die mannigfaltigen Formen und Eigenschaften
dieser Kurvenart das Interesse des Mathematikers und dies um-
so mehr, da solche Kurven tagtiglich beobachtet werden konnen.
Bewegt sich z. B.,, um einen einfachen Fall herauszugreifen, ein
Mensch auf einer geraden Strasse vorwérts und ein anderer,
der seitwirts vom Wege sich befindet, geht immer gerade auf
ithn zu, so beschreibt der letztere eine Verfolgungskurve, deren
Form je nach dem Verhiltnis der beiden gleichformigen Ge-
schwindigkeiten der beiden Gehenden eine andere ist. Auch in
der Taktik kommt diese Kurve vor und zwar auf eine Art, die
der vorhin erwihnten ganz gleich ist. Wenn nédmlich z. B. zwel
Zige mit Abstand hinter einander marschieren, und der zweite
Zug soll wihrend des Marsches links aufmarschieren, so be-
schreibt der rechte Fligelmann des zweiten Zuges, der immer
auf den fortschreitenden linken Flugelmann des ersten Zuges
seine Richtung nimmt, eine Kurve von der Form, welche den-
jenigen, in der nachfolgenden Behandlung unter Fall II v < u
angefiihrten Kurven, verwandt ist, weil der Mann schneller gehen
muss, als der linke Fligelmann des ersten Zuges. Da alle

1) Nouvelles Annales de Math. VIII. 1849, 94.
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tibrigen Personen des zweiten Zuges mit dem rechten Fligel-
mann_ desselben Zuges parallel gehen, so beschreiben auch sie
die gleichen Kurven. Ueberhaupt findet das eben Gesagte
bei allen Aufméirschen statt, die wihrend des Marsches ge-
schehen. Es sei hier auch noch erwihnt, dass die alte Regel,
nach welcher ein Kaperschiff bestindig auf das verfolgte Schiff
hingesteuert wird, auf das Problem der Verfolgungskurven fihrt.



J. Luterbacher

Hauptteil.
Ableitung der Integralgleichung der Verfolgungskurven
einer Geraden,

Wie das Problem der Verfolgungskurven gelost wird, ersieht
man, wenn man beachtet, dass in jedem Punkte der Bahnlinie
des Punktes B die Tangente durch den Punkt A in der zuge-
horigen Lage hindurchgehen muss; infolgedessen haben wir zu-
nichst die Relation?)

—X) (2)

denn der Punkt A hat die Koordinaten x’; y’ und B die lau-
fenden Koordinaten x und y. Ist ferner n das Verhiltnis der
G eschwindigkeiten der beiden betrachteten gleichféormigen Be-
wegungen, so ist das Bogendifferential des einen Punktes gleich
n mal dem Bogendifferential des andern Punktes, also

Vax” + dy” =nVaf+ay°

dx’'\*, [dy’ )2 \/ (dy)2
L — i .
\/(dx) ' (dx, ny 1+ dx ®)
Aus den Gleiehungen (1): f(zx’, y') und (2) sowie ihren Ablei-

g’ dy
dx’ dx

tungen ergeben sich x’, y/, als Funktionen von x, y,

2
%, 3); Werden diese Werte in (38) eingesetzt, so erhiilt man
X

eine (zleichung von der Form
dy dy)_
F(x, Y 3o _ci?)_—o 4)
und damit ist die Untersuchung der Verfolgungskurve der Kurve

1) Yergleiche Gino-Loria: Ebene Kurven.
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(1) auf die Integration dieser Differentialgleichung (4) zuriickge-
fiihrt,

Die Integration ist vollstindig ausfiihrbar, wenn die Bahn
des Punktes A eine Gerade ist, und diese Bedingung, dass A
sich auf einer geradlinigen Bahn bewege, soll den simtlichen
nachfolgenden Untersuchungen zu Grunde gelegt sein. Wir lassen
nun zwei verschiedene Ableitungen der Integralgleichung fiir die
Verfolgungskurven einer Geraden folgen.

1.

Die Bahn des Punktes A wihlen wir als y-Achse; dann
werden die Gleichungen (1) und (2)

14 14 d
x'=0, vy =y———x-%-
Wir bilden die Ableitungen und erhalten
' ! 2
& _oody o dYy
dx dx dx>
Setzt man diese Werte fiir dI; und (:1); i der Gleichung (3)
ein, so wird sie
dzy . \/ - (dy )2
_X°dX2*n'.1+K . (5)

Um diese Gleichung zu integrieren, gibt es keinen bessern
Weg, als zu dem klassischen Verfahren seine Zuflucht zu nehmen,

mdem man g{- = p setzt. Dann folgt

Durch Integration erhilt man

log x" =log (P -+ \/i—-}_—pg)_l = log (p+\/i+p2_> —loge

1
log —m8
1 0L 1 . & .
d. ‘L g8 X tloge — glogext _ ¢ p+‘/1+p2,

oder wenn man zu den Numeri iibergeht, wird die Gleichung
Bern. Mitteil. 1909. Nr. 1722.
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n 1

p+V14p?
p+VIFpP =¢ x "6 uwdp—VifpP=—c.5" (7
Addiert man die beiden Gleichungen (6) und (7), so folgt

2p=c.'x "—ec-x"
Fir p seinen Wert gesetzt, gibt
2dy =c.'x."dx —c-x". dx;

wenn integriert und die neu hinzukommende Integrationskon-

stante aus zwei sich entsprechenden Lagen der Punkte A und

B bestimmt wird, so erhilt man die beiden Gleichungen
1—n n+41

d. f.

X Lt . wennn <1
e-(l—n)  n—=+1° >
2(y—y) =¢ 1—m cn;*; -, (8)
-c—-logx—T; wenn n:1J

und dies sind die Gleichungen der Verfolgungskurven der Ge-
raden, je nachdem die Punkte A und B sich mit ungleicher
oder gleicher Geschwindigkeit bewegen; im letztern Falle ist
die Kurve transcendent, im erstern algebraisch oder interscen-
dent, je nachdem n rational oder nicht; ist insbesondere n eine
ganze Zahl, so haben wir eine parabolische Kurve vor uns.

Wenn die Bahn des Punktes A ein Kreis wire, so wiirde
die des Punktes B eine Integralkurve der Gleichung

3

d?y 207 dy
o () | L Y ~

b dzy _ . d 2 d 2
i 2 ¥ Y
dx’ Vs [“(E) ]‘[ﬁ""'ﬁ]@)

sein, wo w die Winkelgeschwindigkeit von A, b die Geschwindig-
keit von B, und a der Radius des gegebenen Kreises 1st?); diese
Differentialgleichung ist jedoch noch nicht integriert worden.

2.%)
Wir gehen zu einer zweiten Ableitung der Integralglei-
chung iber, an welche simtliche nachfolgenden Betrachtungen
1) Vgl. von Keelhoff in Mathésis VI.

2) Vgl. Seminar-Vortriige des Herrn Prof. Dr. G. Huber in Bern vom
S.-S. 1906.
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gekniipft sein sollen. Dabei wihlen wir, im Gegensatze zur vorigen
Ableitung, die Gerade, auf welcher sich der Punkt A bewegt,
als x-Achse.

Es sei (Fig. 1) CC’ ein Teil des Weges des Punktes B.
Der Punkt A hat die gleichférmige Geschwindigkeit v und B
die von u. Sind P und Q zwe1 gleichzeitige, also sich entspre-
chende Lagen der beiden bewegten Punkte A und B, so muss
stets die Bewegungsrichtung in P gegen Q gerichtet sein, d. h.
die Gerade P(Q muss stets Tangente sein an die Verfolgungs-
kurve. Zu einer bestimmten Zeit muss sich der Punkt B senk-
recht gegen die x-Achse, die Bahn von A, bewegen, also muss
die Kurve eine zur x-Achse senkrechte Tangente besitzen, und
diese wihlen wir in unserer Ableitung als y-Achse. Ihr Beriih-
rithrungspunkt D und der Koordinatenanfangspunkt O sind dann
zwel sich entsprechende Lagen der bewegten Punkte. Wir
rechnen die Zeit von dem Augenblicke an, indem sich B in D,
also A in O befindet. Nach der Zeit t, von diesem Augenblicke
an, befindet sich der Punkt B in P. Der von ihm durchlaufene
Weg in dieser Zeit ist dann

arc DP =s==1t-u,
s

woraus folgt t= 5 (10)

Nach der gleichen Zeit t befindet sich der Punkt A in @ und
es ist der von ihm durchlaufene Weg OQ =t .v, woraus folgt

t=9§~- (11)

Weil die Zeit in beiden Fillen die gleiche ist, so sind die beiden
Ausdriicke fir t der Gleichungen (10) und (11) einander gleich,
also
s
u

_0Q

-5 (12)
Die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes P seien x, y und der
Winkel, den die Tangente PQ mit dem positiven Ast der x-Achse
bildet sei =, dann ist

0% L0 y R
OR=05T80=x+ 3 THeo—n =* tgs
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Nun istg—i — tg 7, also -tg%z-g%, also wird OQ=x—1vy- %;
Setzen wir diesen Wert in der Gleichung (12) ein, so erhalt man
i___l.(x__y.i’i) ' oder
u v dy /’
v o dx
SS=X—y: &

Wir setzen nun zur Abkiirzung das Verhiltnis der beiden Ge-

schwindigkeiten der Punkte A und B, also —1% = k, dann ist

k-s=x—y-a—};- (13)

Der Bogen s = DP, den der Punkt P in der Zeit t durchlaufen
hat, ist eine Funktion der Koordinaten x,y seines Endpunktes

P und zwar ist ‘
dS = d \/1 — : del’
Y . - ] , 0

ds\? dx \?
&) =1+(5): - i
Wir differentieren Gleichung (13) nach y und erhalten
ds d’x
k. @ = -y d_y2

Quadriert, gibt

2 2_\2 2
K2 . (3_;) — y‘z (_g?};) . Wert fir (3—;) aus Gl (14) eingesetzt,
ergibt
5 2. d_X.)gF_ 2. (QZ_X_Y .

und dies ist die Differentialgleichung der Verfolgungskurve einer
Geraden; sie ist von der zweiten Ordnung und vom zweiten

2

&

dxd_p

i . . . dx
Grade. Um sie zu integrieren, setzen wir = p, also d_yz =%

und erhalten aus Gl. (15)

k2+k2’ 2_ 2(d_p>2
=3 )
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beiderseits radiziert, liefert
dp

k'\/I‘I‘Pg:y'E’ oder
dp__ _, .dy,
V1 +p? y

Die Gleichung integriert, gibt

log nat. (p -} V1 L p’ ) = log nat. y* -+ c,
p+Vidtp =0y (16)

Um die Integrationskonstante C zu bestimmen, beachten wir, dass
. die Punkte 0 (x =0, y=0) und D(x = 0, y = a) zwei entspre-
chende Lagen der bewegten Punkte A und B darstellen. Es muss
dabei fir den Kurvenpunkt D (x =0, y = a) die Differentialglei-
chung (16) der Kurve erfillt sein. Die Tangente im Punkte D
steht auf der x-Achse senkrecht, also ist fir diesen Fall v = 90°,
somit

also ist — =p=0.
dy
Setzt. man diese Werte in der GL (16) ein, so erhilt man
1=C.a", dfC=2 =a*
a

Wert fiir C in Gl (16) eingesetzt, ergibt
Vitp' =a ™"y —p
14 pP=a= 2y g4~ kyk. p 1 p?
Rl LRI T e I
y2k=32k+2ak'p'yk
y2k_ a2k=2ak. p . yk.

Die ganze Gleichung durch y* dividiert und p = %gesetzt, liefert
y*—a’fy " = 2a". %- (17)
Mit dy multipliziert und integriert, gibt
k+1 —k+1
Y a?k = 2a"x - C. (18)

k1 ° —kJ1
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Um die Integrationskonstante zu bestimmen, verfahren wir auf
gleiche Weise, wie vorhin. Die Gleichung (18) muss erfiillt
sein fir den Kurvenpunkt D, also fiir die Koordinaten x =0,
y = a. Dies ergibt

gkt bt~k
k—]—l—a 1_k=0, _ oder
C_ak+1 ak+1_al+k_( 1 1 )__Qk-aki_
T k+1 1—k 1+k 1—k/ 1— k2

Setzt man diesen gefundenen Wert fiir C in Gleichung (18) ein,
so erhilt man

yk+1 o yl—k gty 92k . ak+1.
k41 1—k i ="
Schafft man schliesslich noch die Briiche weg, so wird die Glei-
chung (19)

(1_‘k)y1+k—(1+k)a2k'y1_k—-2'(1“‘k2)ak'x+2k31+k30,
oder auf x aufgelost

14k k _1—k .
. y a.y k a

- <
X = — -— =%, fir k> 1. (20
2(1+kja* 2(1—k) T (1—k% > 1 @)
Sind die beiden Geschwindigkeiten v und u der beiden
Punkte A und B gleich gross, ist also k = 1, so muss die Inte-
gration der Differentialgleichung (17) besonders ausgefithrt werden,
und man erhilt

2
v 2 _
5 — -log nat. y = 2ax 4 C.
Fir x =0 wird y = a, also
2

.
0—2 a”log a.

Wert fiir C- eingesetzt, gibt

2 2
%— azlogyz 2ax —}—% — a’loga

y2—2a2lognat.%—4ax—a220 (21)
oder auf x aufgelost
2
— L — i # l. — _E_ 1 =—
X=7i-—75 log nat. T T4 fir k= 1. (22)
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Die Gleichungen (19) bis (22) stellen also die Gleichungen der

e
Verfolgungskurven der drei moglichen Fille kw>——1in rechtwink-

ligen Koordinaten dar. Ist k:= % eine von 1 verschiedene ganze

Zahl, oder ein rationaler Bruch, so stellt die Gleichung (19) oder
(20) eine algebraische Kurve dar. Ist das Verhiltnis eine irra-
tionale Zahl, so heisst die Kurve interscendent. Ist endlich v = u,
also k = 1, so stellt die Gleichung eine transcendente, speziell
eine logarithmische Kurve dar

Um die Gleichung (20) fur k; 1 in eine symmetrische Form

zu bringen, verschieben wir die y-Achse parallel um den Betrag
k

1—X°
Form

a und erhalten die Gleichung der Kurve in der einfachern

y1+k aky] —k
- _ . 23
*T o0 tRpa 20—k Les

Und diese symmetrische Gleichung soll allen Untersuchungen der
beiden Hauptfialle k> 1 und k<C1 zu Grunde gelegt sein. Die
Verschiebung der y-Achse wird im Falle k > 1 eine nach links,
im Falle k<1 eine nach rechts gerichtete sein.

Anschliessend wollen wir fiir diese beiden Fille fir ein
ganzzahliges k den unendlich fernen Punkt ndher untersuchen.
Zu diesem Zwecke schaffen wir in Gleichung (23) die Briiche
weg und bekommen

1—ky' T —a® 14Ky " "—2(1—k%ax=0 (23a)
Im Falle k > 1 wiirde im 2. Gliede der Exponent von y negativ.
Um dies zu verhiiten, multiplizieren wir Gl. (23a) mit y“~' und
bekommen

1—ky*—a*1l+k—2 (1 —k)ay* 'x=0.

Wir bestimmen in dieser Gleichung die Asymptotenrichtungen
indem wir die Glieder hochsten Grades gleich Null setzen und
erhalten y’“= 0 also y =0, die 2 kfache x-Achse, d. h. die
g co (unendlich ferne Gerade) schneidet unsere Kurve in der Rich-
tung der x-Achse in 2 k zusammenfallenden Punkten. Wir pro-
jizieren den P oo (unendlich fernen Puukt) in den Nullpunkt,
bezw. die g oo auf die y-Achse, d. h. wir transformieren unsere
Gleichung nach den Formeln
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V_l _y,
Y= Y=

und erhalten
12k rk—1 1

(1 —k) fﬁ— a?*(1 4 k) — 2 (1 — k%) a" i’

k—1 x

Mit x’** multipliziert, liefert

1—kyy**—a’ 1+ k)x'**—2(1—k)a"y 7 'x" == 0.
Die transformierte Gleichung beginnt mit einem Gliede (2k — 1)ten
Grades; der Nullpunkt ist somit ein (2k — 1) facher Punkt der
Kurve, und wir erhalten die Tangenten in ihm, indem wir

—2 (1—k%a"y "7 'x’* = 0 setzen. Hieraus folgt y'*~'=0, also
y’ =0, die (k—1)fache x’-Achse und x’*=0, alsox’ = 0, die

!

k-fache y’-Achse, oder zuriicktransformiert y = %:O, die(k—1)

1
fache x-Achse und x = = 0 =°° diek-fache goo. Die Kurve
hat somit im unendlich fernen (2k -— 1) fachen Punkte (2k—1)
reelle Tangenten, von denen k mit der g oo und (k—1) mit
~ der x-Achse zusammenfallen.

Unsere Kurve ist, wenn k eine ganze Zahl, von der 2 kten
Ordnung und kann demnach Bk~ 2(2k | Doppelpunkte
besitzen. Ihr unendlich ferner (2k — 1)facher Punkt ist aber
2k —1)(2k — 2)

2
reicht somit in ihrem P oo die Maximalzahl an Doppelpunkten.
Alle Kurven fiir ein ganzzahliges k > 1 sind somit rational und
unikursal. Die Parameterdarstellung unserer Kurven lautet

a },1+k ll_k _
Y_’la’x—"é“'[wk'“l—k : (24)

aquivalent

Doppelpunkten. Die Kurve er-

worin 4 ein variabler Parameter bedeutet. Wir differentieren
die Gleichungen (24) und erhalten

dy =a-di; dxz—g—[},k—l_k]-d},;
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ferner ist das Bogendifferential
s a k —k 2
s = dy - - —=a-da- =+
ds = dy \/1 (dy': a-di-V 1- e
™ e 1 )2 uod Va2 e
0% ) T a-d4 "
22 21

-—-a-d/IV/l—}-(

2k
N ot of I PN AR F)
24
Nach diesen Vorbereltungen wollen wir tibergehen zur Rekti-
fikation, Quadratur etec. unserer Kurve fiar die beiden Haupt-
fille k= 1.
Rektifikation: Bezeichnet man die Linge des Kurven-
bogens mit s, so folgt
Ao Ao Lk t—kq*2
= “dSZi (A5 LA N da = %[hk + 2 k] , (25)

2 o
7 P Ay

wo A, und A, hier, wie bei allen folgenden Grenzeinsitzen, gleiches
Vorzeichen haben miissen,

Quadratur: Wir bezeichnen das Flachenstiick begrenzt
von Bogen, x-Achse und zwei Ordinaten mit F_ und dasjenige,
begrenzt von Bogen, y-Achse und 2 Abscissen mit F_ und er-
halten

F = fy dz =5 [‘ A —2 T A
a2 [ 22+k )2k hg
_?[2+k—2—k' =l

X1
14
2 g 14k 1—k
F, = fx-d :f _a_[/L _3 ]a-d}t
¥ | y —
& R 211+k 1—k

Y1 1

a

2 l"‘ l2ﬂk 1_2
T2 [ TESICES (1—k)(2—k)],1 (27)

1
Die Integration muss fiir den Fall k = 2 hier, wie bei der
folgenden Komplanation besonders ausgefithrt werden und liefert
als letztes Glied den natiirlichen Logarithmus.
Bern. Mitteil. 1909. Nr. 1723.
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Komplanation: Rotiert der Kurvenbogen um die x-Achse,
so beschreibt er eine Oberfliche vom Flicheninhalt

X9 3],2
0,=2=x y d8=n‘a2J [APHE 2t ].da
x‘i 11
l2+k lz—k dq
_ 2
- [2—|—k+2——k ; (28)

1

Rotiert der Bogen dagegen um die y-Achse, so beschreibt er
die Oberflache

iy Lo 14k
= PO R R P
Oy——-zn fx ds—2nlf 2[1+k l—k] 5 [2

y
1 1

2 (Pt2 142k 1— 2k
—k 1, TT& A A A A
+ ]“_Tlf [1+k"1—k+1+k_1—k]‘”

1

o al 2 +2E 22 ‘12 22k Ay

2 [(1+k)(2+2k) Tei—m T 2a+n (1—k)(2#2k)]zl
wa’
4

.[(1_1‘)2*2 “‘"—(1—-k)(1+k)212+(1+k)(1—k)”f—(1+kff‘l_k)]/t2

(1—k)* (14+k)* .

2
7T a

- m[ﬂ-—kfﬁ“*’”—f A=k (1+k)
4,
—(1+k)(1- K’} - (1+k)24‘“““”]
)'1

2
7T a

= i’ [(1 — kP20 ok (1— k%) 22

i

. 2
— (14 k)*22¢ —*)] . (29)
l1

Kubatur: Der durch Rotation der Fliche F_bez. F_ ent-
stehende Korper habe das Volumen V_ bez. V_ ; dann ist
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*2 .3 Ly
Vv =n:-f Vode=27 | @t —12%42

31 ],1

B a3 [ 23+E j3—k dg
~ 2 [sFrTs—=x], 9
1
Vg A9 2 . .a2(4k
vy=f xzndy:n-f 1((1’_!_]()2—1 21;212
y lt —
. ! 12(1-—]{)‘
' —|-da
""(1—k)-J
. a’ [ Prek . 2 PE
¢ La+r'E+2y 3(1-k)
3 —2k l.)
+ = ] “
(1—ky’(B—2k) I,
___a.sn
4

.[3- (1-k)*(8-2k) *T2*—2(1—k%) (9-4 k%) A*+ 3(1+k)* (8+2 k) 1>~ k] 3
3-(L+k)* (8 42Kk) (8—2k) (1 — k)’ i

T 12 (1 — k) (9—4K)

[3(1—1;)2(3“-21;) BT 2(1— K (94K

Ay
+3(1+k)* (834 2k) 2.3‘2“] . (81
21

Rektifikation, Quadratur etc. des III. Hauptfalles k =1
sollen erst spiter angefithrt werden.

Es sei nun hier schon eine Fundamentaleigenschaft unserer
Kurven angefithrt. Kliigel’s «Worterbuch der Mathematiks,
Leipzig 1831, bezeichnet als Verfolgungslinien allgemein Kurven,
bei denen der Bogen zu der Differenz von Subtangente und
Abscisse ein gegebenes konstantes Verhiltnis bildet. Dass diese
Eigenschaft fir unsere Kurve gilt, lisst sich sofort sehr einfach
beweisen. Dabei setzen wir, wie es die analytische Geometrie
zu tun pflegt, das Gesuchte voraus. Fir unsere in Fig. 1 darge-
stellte Kurve gelte also die Bedingungsgleichung
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Bogen = Konstante. {Subtangente — Abscisse| oder s = —]-1{— (S, —x).

Es ist allgemein die Subtangente einer Kurve dargestellt durch

den Ausdruck y - %, also ist

s— 05— ) 32)
oder s-————l—-y-g-)f-—i-x
k dy k
Differentiert man diesen Ausdruck nach x, so erhilt man
& 5
ds 1 dy dx 1 dy 1 1 dy
ax k7T & dy kK 'dx kK Y ax

oder ds= 1{ -d (3—y> Allgemein ist nun das Bogendifferential

dx \?2
ds = dy - \/1 -+ (337) * Setzt man die beiden fiir ds gefundenen

Werte einander gleich, so erhilt man
‘dx \/ dx )2
l . T == . i ———
i d(dy) dy 1+ (dy g oder
w_1 &)
&y y : (33)

V()

Der wvariable Faktor auf der rechten Seite hat die Form

\7———2 und gibt integriert log nat {z +V1 +7°}; also liefert die
(142
Integration der Gleichung (33)

! 2
logy:%-log{gi—k—\/l ) }+logC, somit
1
I3
y= c{ +\/1+dx)} . (34)
In Fig. 1 ist aber fir a—)—; = 0 y = a, also folgt C == a, deshalb

wird aus Gleichung (34)



+\/1+ d_gk oder
k_k{d”\/ (&) |y Vi (G

k kdX
oder

y —a o = \/1+( )2.
dy dy

Wir quadrieren diese Gleichung und erhalten

2k k _kdx 2k dx)z_ 2k 2k (dX)2_
y 2ya(—l§+a(E =a -+a ;

°‘|

dy
daraus folgt
2k 2k k k
—a d a :
=L gy (-2, 35)
a 'y a y
Diese Gleichung integriert, gibt

—k _ 14k kK _1—k
xﬂi{ a -y Ay

2 1+k 1—
Fir x =0 ist aber y = a; also wird

Setzt man den gefundenen Wert fir C in der obigen Gleichung
ein, so erhilt man

—k 14+ k k
a . +

1—k
_ y _a-y k-a . .
x eSS 51 —K) +(1-—-k2) far k=1. (36)
Ist k = 1, so folgt durch Integration der Gleichung (35)
xhi-(li 1 ) fe= -2~—— log y 4 C.
T2 \a g o8y T T g sy
Ist x =0, so wird y = a, und wir erhalten

a
C= log a— o
Diesen Wert in der obigen Gleichung eingesetzt, gibt
2
_y _ @ il _2
B = 210gy+ Ioga i oder
2
a
x:h - log —Z— Ifurk—l (87)



— 182 —

Die Gleichungen (36) und (37) stimmen aber vollstindig
mit den Gleichungen (20) und (22), den Gleichungen der Ver-
folgungskurven einer Geraden, iiberein, und wir konnen sagen:

Bei den Verfolgungskurven einer Geraden ist das Verhiltnis
des Bogens zur Differenz von Subtangente und Abscisse konstant
und gleich dem reziproken Geschwindigkeitsverhiltnis der beiden
bewegten Punkte A und B. Da ferner nach der Gleichung
s _—_% ( y: -g—?;- — x) fiir unsere Kurven mit Leichtigkeit der Bogen
s bestin\lmt werden kann, so darf man mit Recht die Verfol-
gungskurven der Geraden als Kurven bezeichnen, die mit Hilfe
ihrer Subtangente rektifiziert werden kénnen. Wir wollen nun
im Folgenden die drei verschiedenen Hauptfille der Verfolgungs-

kurven der Geraden einer eingehenden Diskussion unterwerfen.

I. Hauptfall k > 1.

Die Geschwindigkeit des verfolgten Punktes A ist grosser
als diejenige des verfolgenden Punktes B, also v > u.

Die fﬁrk§1 geltende symmetrische Gleichung heisst
1+k

Y B gk y! - |
2(1+k)a*  2(1—Kk)
Da in diesem Hauptfalle k > 1 ist, so musste die urspriing-

k

liche y-Achse um 3 k -a nach links verschoben werden, und

—k°

die den folgenden Untersuchungen dieses Hauptfalles zu Grunde
gelegte Kurvengleichung lautet

e+ ok a8

kN 2E—D)y (55)

Beim I. Hauptfall kénnen wir drei verschiedene Unter-

fialle auseinanderhalten. Seien p und r zwei ungerade, ganze

Zahlen und q eine gerade, ganze Zahl, und es bestehe die Be-

dingung p < q <r, dann kann k, oder das Geschwindigkeits-

verhiltnis der beiden bewegten Punkte A und B, die Formen

annehmen 1. k=—r-, 2. k=1 und 3. k=:7:—- Darunter
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sind alle moglichen Fille enthalten; denn entweder ist k eine
ganze Zahl und dann ist sie unter den beiden ersten Féllen be-
griffen, von denen der erste alle ungeraden, der zweite alle ge-
raden Zahlen enthilt, oder k ist ein unechter Bruch, bei dem
der Nenner entweder eine gerade Zahl — dann haben wir Fall
3 —, oder eine ungerade Zahl ist, und dann enthilt Fall 1. alle
Briiche derart, wo der Zihler eine ungerade Zahl, Fall 2. da-
gegen, wo er eine gerade Zahl ist.

Unterfall 1. k—=— = unechter Bruch mit ungeradem

Zahler und Nenner, oder ungerade, ganze Zahl.
Setzt man den Wert fir k in der Gleichung (38) ein, so

erhilt man
r+p T
P p
¥ == ‘y —+ ) - ——
2(1+P>a} 2(ﬂ)y P
P p /7
= 2r 2r
_p 1 ,[yp a"].
2 r r—p r+p+r—-p (#9)
apyp

Da nun r — p immer eine gerade Zahl ist, so wird der Faktor
2r

vor der Klammer, wie auch der Ausdruck yP stets positiv; folg-
lich liefert derselbe positive und negative Wert von y nur einen
positiven Wert von x, und die Kurve muss daher ihrer ganzen
Ausdehnung nach symmetrisch zur x-Achse, auf der rechten
Seite der y-Achse liegen. Fir y =0 wird x =0oo. Ferner ist

r4+p— r
R
P 4+ P

dx
dy r , r—p+p
p p
_ply 2P
-2 = x
1 arf ¥¥

Um die der y-Achse zunéchst liegenden Punkte, die Scheitel
der Kurve, zu bestimmen, setzen wir diesen Ausdruck = 0 und
erhalten
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i T r r

P y_1; a-I_) yP aP
1 D i T
aP yp ap yp

2r 2r
oder y» =aP; d. f. y = +a. Setzt man diese Werte fiir y in
der C- Glelchung (Kurvengleichung) (39) ein, so erhilt man

Tr

r+p

P a a? _p
T=g- + re=p "'?Z'[ r—‘]
| (r+p)a® (r—p)-a?

_ P [ar—ap—+ar+4ap ] _ p-r
— 9 _ r2~—-p2 = r2-—p2 :
Ferner 1st
s g P b . g BEEE
d’x P p y : P)
i N R b
dy qP y P 1
y == + a gesetzt, hefext
r—p r 1
d*x r a?r ar r 1 1
—_— —-}— —-I— :m.[_+_]
A 2 |- = r+p 2 a a
dy ap +a P

= 4 % = pos., d. h. die Ordinaten y == +a ergeben

als Minimalwerte der Abscissen

p-r a-k
X=———F 8= —5——:
r'—p k" —1
Da ferner in der C-Gleichung (39) der Exponent 2?r>r ; P 15t,

so liefern die Werte y = + oo, x = + oo, Die Kurve erstreckt sich
somit in zwel kongruenten Asten aus -+ oo durchs endliche Gebiet
nach -+ oo zuriick. Die Punkte x = —21—1:27 -a, y=Ta sind
r—7p
p r
r re—
liche y-Achse, ist Scheiteltangente an die beiden Kurveniste.
Die Ordinaten y = +a der Scheitel sind unabhingig von r und

p, also auch unabhingig von k, d. h. die Scheitelpunkte aller

Scheitelpunkte, und die Gerade x = -a, die urspriing-



— 185 —

Spezialfille dieses Unterfalls liegen auf den beiden Geraden
y=Ta

Als Beispiel dieses Unterfalles sei der Spezialfall
k = 3 = ungerade, ganze Zahl
angefiihrt.

Setzt man in der Gleichung (39) k = %: 3, so wird die

Kurvengleichung

4 3
N
8a® 4y2’
oder y'+2a°—8a’y'x =0.

Die Kurve ist von der 6. Ordnung. Sie enthilt das x in der 1.
Potenz und stellt somit eine parabolische Kurve dar. Die Scheitel

der beiden Kurveniste liegen in den Punkten y =-+a, x=—a

8
und die zugehorige Scheitel- und Doppeltangente hat die Glei-

chung x:%a (Fig. 2). Die goc schneidet die Kurve in der

Richtung der x-Achse in 6 zusammenfallenden Punkten. Der
P o< 1st ein fiinffacher Punkt der Kurve. Die goo ist dreifache
und die x-Achse zweifache Tangente in demselben.

Im unendlich fernen, finffachen Punkte hat somit der eine
Kurvenast einen Spitzpunkt oder Bicuspidalpunkt mit drei in der
g oo zusammenfallenden Tangenten und der andere Kurvenast
eine Spitze mit der x-Achse als Rickkehrtangente (Fig. 3). Unsere
Kurve ist von der 6. Ordnung, nach Plicker von der 10. Klasse
und besitzt 24 Doppeltangenten, die reell oder imaginar sein
konnen. Die Kurve hat das Geschlecht 0, ist rational, und
ihre Parameterdarstellung lautet nach Gleichung (24)

a(t’+2)
8 2

Wir bestimmen nach diesen Gleichungen einige Kurvenpunkte

und erhalten: :

Fair A=+-0 01 02 05 1 2 24 28 oo wird
y=1+0 0la, 02a 05aa 2a 24a 28a oo und
x= o0 249a 6,2a 1,0a 04a 2,1a 42a 7,7a oo .

(Graphische Darstellung siehe Fig. 2). Die Kurve besteht aus

Bern. Mitteil. 1909. Nr. 1724.

y=al, x =
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zwei kongruenten, parabolischen Asten, die symmetrisch zur
x-Achse, der gemeinsamen Asymptote, im L, bezw. im IV. Quad-
ranten liegen.

Wiichst der variable Parameter A von — o© bis 4 o<, so
wandert der Schnittpunkt der Geraden y =1a mit der Kurve
vom -+ oo ins endliche Gebiet, kehrt beim Punkte D’;um und
geht in Pfeilrichtung nach + oo (IV); von hier aus kommt er
mit pos. A zuriick und geht iiber D wieder nach + oo (I).

Die Liinge des vom Scheitel D aus gerechneten Bogens DC

ist
soaf2 )T a1t 1
T2l T 2 ,. 2|d T8 12|

mit der x-Achse und den zugehérigen Ordinaten bildet er eine
Fliche vom Inhalt

Rotiert der Bogen DC um die x-Achse, so beschreibt er eine
Fliche vom Fliacheninhalte
5 —~17A=2
O =ma [&5__%_] =[P -5+ ]
67

=10 w-a’= 2105 a’

und diese schliesst einen Korper ein vom Volumen

2 [ 46 —o)A =2 8 [ 6 i =
T a A i e | 4
Vx=T‘l”€+T] =73 [“é“+°°]

3
= %—a—.[%+°°—%—°°]$gl“'a3=16,49a3-

4
Fiir alle Geschwindigkeitsverhiltnisse dieses Unterfalles be-
steht die Kurve aus zwei kongruenten, parahol. Asten, von denen
der eine ganz im I, der andere ganz im IV. Quadranten ver-
lauft. Die x-Achse ist immer gemeinschaftliche Asymptote an
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per
—

=+ a, oder die ur-

beide Kurveniste. Die Gerade x =

r'—p .
spriingliche y-Achse, ist Scheitel- und Doppeltangente an beide
Kurveniiste. Diese letztern nihern sich mit zunehmendem k immer

mehr der Geraden y = + a, bezw. y = — a und gehen mit k = oo
in diese tiber, d. h. die beiden parabol. Aste reduzieren sich auf
die je doppelt gelegten Geraden y=+a bezw. y=—a aus

400 bis zur Doppeltangente. Das ganze westliche Gebiet der
Doppeltangente besitzt keine reellen Punkte der Kurve.

Beobachten wir die Bewegung der beiden Punkte A und
B, so gestaltet sich diese auf folgende Weise. Der Punkt B
aus +oo kommend verfolgt den von — oc auf der x-Achse
heranriickenden Punkt A. Ist A im urspriinglichen Nullpunkte
angelangt, so 1st B in y=+a der Scheiteltangente. Von hier
ans gehen beide nach + oo und zwar A mit der k-fachen Ge-
schwindigkeit des B, so dass B hinter A immer mehr zuriickbleibt.
Die gleiche Verfolgungsbewegung kann auch auf dem Kurven-
aste im IV, Quadranten erfolgen; dabei durchliuft der Punkt A
die x-Achse ebenfalls von — oo nach + o<.

Unterfall 2. k =-} —unechter Bruch mit geradem Zéhler

P
und ungeradem Nenner, wobei q > p, oder gerade ganze Zahl.

Setzt man den Wert k = % in der C-Gleichunyg ein, so er-
hilt man
atp q
P P
x= - e T ~ a—r
p P
24 249
_ D ! i aP
e O - +
2 ey T |atP a—p
Da q — p stets eine positive, ungerade Zahl darstellt, so ist hier
q9—p )

y P stets positiv oder negativ, je nachdem y positiv oder negativ
ist. Der Klammerausdruck ist immer positiv. Die Kurve liefert
somit fir die gleichen positiven und negativen Werte von y gleich-
grosse Werte von X, nur mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die
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Kurve liegt also symmetrisch zum O-Punkt im I und III. Quad-
ranten. Fir y =0 wird x = + o<;
ferner ist

(_q,_,.tl?,\) y(,ﬂ;_p oF .\ (_ ‘i_:i’) a a
dx p P yr af

z q T q—p+p q q
y 2(‘%)” 2(ﬂ_p£)y p 2ab  2y?P

2q 2q
Setzt man die 1. Ableitung = 0, so erhdlt man y ¢ =a9 ,
w. f. y = -+a. Diesen Wert in der C-Gleichung eingesetzt, liefert

g P q
_p (£ ¥ aP
i I =
L(q+p)-a?  (q—p)-(Ta)?
=g qurap *3 apJ:i L,
L - 4 —Pp
ferner wird
- a i e N
2 i'qu - a.? ———CL) y p ar
x P .\ p/_ 4, n
vz q atep " 2p . ik
y 2ar 2y P L aP y?
Setzt man hierin y =+ a, so wird
I R 4 08
d’x q |(Fa)?® ar IP dh
v 2p [ atp :‘ r
. aP (+a) ? neg
y = -+a macht x=-+ TPQ_O -a zZu einem {Mml-ma,lwerte.
qQ —p Maximalwerte.

Da je beide Koordinaten der Kurvenpunkte entweder
das positive, oder das negative Vorzeichen besitzen, so hat die
Kurve je einen Ast im I. und III. Quadranten. Die beiden

Punkte x =+ ——— p q a, y=-a liegen dery-Achse am nichsten;

q
sie sind Schelte]punkte, und 1hre zugehorigen Scheiteltangenten
haben die Gleichungen x =+ ——— p-q —— 5 .a=+ l; , wie im
q —p _
Unterfall 1. Die Doppeltangente durch den OPunkt habe die
Gleichung y =mx.. Setzt man diesen Wert fiir y in der von
den Nennern befreiten Kurvengleichung (38) ein, so erhilt man

k —1)m*5x** — 2K —1)a " m* " 'x"+(k +1)a’ =0,
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Diese Gleichung ist in Bezug auf x* quadratisch, und man hat
deshalb

Xk:(kz_ 1) ok mk-li\//(kz;_flﬁzkf[&z_ 1) mlE—2 _ mzk] |
(k — 1)m**

Die vier Schnittpunkte der Geraden y =mx mit der Kurve

liegen paarweise symmetrisch zum O-Punkt. Setzt man in

der obigen Gleichung die Diskriminante (k* — )m**?— m**

=0, so fallen je zwei Schnittpunkte zusammen, und die Gerade
durch den 0-Punkt wird zur Doppeltangente an die Kurve. Durch
0-Setzung der Diskriminante folgt aber

(K*—1)m**=m**+? | oder

m’ =k*— 1, woraus folgt

7 L
it VI —=1 — [ =1
als Richtungskoeffizienten der zwei Doppeltangenten durch O.

Setzt man den positiven Wert fiir m in dem Ausdruck fir x* ein,
so erhilt man '

o (kz—- 1) k. i 12k B (k2-— 1) %
o (k —1) B k—1
. 2_k—1 1 —k 1—k
" —1) 2 k+1) % (k—1) 2
=T33 = k—1) a"
(k + )_2.— .
= Jlt T+ k a,
(k—1) 2
T—k
)
d. tf. x—=a%y |1 (k—Hlﬂ : , es wird somit
(k—1) 2
. 1—x
5 k+1
y—m-x—=a( - 1)7. (+)Hk
k—1) %
Ersetzt man in den gefundenen Resultaten k durch das Ge-
q

schwindigkeitsverhéaltnis 3 S0 folgt
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1

2 oy 1 7 g
m=i(q~'~;p—)2=i‘/—q .,

p P
und die Koordinaten der Berithrungspunkte werden
g TR T
q ((H—P) — q (Q'}'P)E‘g“q
F 1 . P
x=++ -+ -a= + :

P

_ — f ek - LY
(a=2)5 | (=)

' (@—p)
P—4q
\/ ; s e (q P) 2
= + q e p . - - a
y== P+a
P (9—_)7
p —
q B i
_ 7_ 2 / (q+p)?
=a:Vq—p \, Y
) (@—p) ?
Die Doppeltangente durch den O-Punkt hat somit die Gleichung
Ve—p'

y= D

und die Beriihrungspunkte haben die oben angegebenen Koor-

dinaten. Die reelle Doppeitangente hat den Richtungskoeffi-
7 3
zienten ~3 P ynd schliesst mit dem positiven Zweig der

7 2
x-Achse einen Winkel von ¢ = arc tg Y97P ein. Die negative

Wurzel von m wiirde fiir x und y imagindre Werte und eine
Doppeltangente mit imaginiren Beriihrungspunkten liefern.
Als Beispiel fithren wir den Fall an
v 2u 2
k i s gerade Zahl.

Setzt man den Wert k=2 in der Kurvengleichung ein,
so wird sie
y'—6a’yx + 3a'=0.
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Die Kurve ist eine Parabel vierter Ordnung. Die Koordinaten-

paare x =-} —g— a, y = +a, beziiglich x = — %a, y = — a, sind

die Koordinaten der Scheitelpunkte D des C-Astes im L., be-
ziiglich D’ des C-Astes im III. Quadranten. Die zugehorigen

Scheiteltangenten haben die Gleichungen x =+ % a und schliessen

ein Gebiet ein, in dem sich keine reellen Punkte der Kurve be-
finden. Dieg oo schneidet die Kurve in der Richtung der x-Achse
in vier zusammenfallenden Punkten. Der P oo 1st ein dreifacher
Punkt, und die Tangenten in ihm haben die Gleichungen y = 0,
x-Achse und x = 0 doppelt, d. h. in der goc fallen im 3-fachen
P oo der x-Achse zwei Tangenten der Kurve zusammen. Die
x-Achse ist die 3. Tangente an die Kurve im dreifachen Punkte.
Beide Tangenten haben in ihm mit der Kurve vier Punkte gemein.
Die Kurve hat somit im P oo eine Spitze, die auf einem Kurven-
zweig aufsitzt, mit der g oo als Spitzentangente. Der dreifache
P oo besteht aus der Vereinigung von zwei Doppelpunkten und
einer Spitze. Die Kurve ist rational und ihre Parameterdar-

4
stellung lautet nach (24) y=1a, X:Q—%@—i. Wir bestim-

men einige Kurvenpunkte, indem wir dem A aufeinanderfolgende
Werte erteilen und erhalten:

Fiir
A=+0 01 02 05 1 2 3 oo wird
y=+0 0l1la 02a 05a a 2a 3a oo und

x=+10o0 50a 25a 10a 07a 16a 47a oo.

Die Kurve besteht (siehe Fig. 4) aus zwei kongruenten, para-
bolischen Asten, von denen der eine ganz im L, der andere ganz im
III. Quadranten verliuft. Beide Aste niahern sich asymptotisch der
x-Achse. Erteilt man in der rationalen Darstellung dem 4 alle Werte
von - oo, bis — oo, so durchliuft der Schnittpunkt der Biischel-
geraden y = Aa mit der Kurve alle Kurvenpunkte und zwar von
-+ oo durchs endliche Gebiet nach -} oo (I), kommt dann von
— oo bis zum Punkte D’ und kebhrt wieder nach — oo (III)
zuriick. Die Kurve ist unikursal und nach Pliicker von der
5. Klasse. Die reelle Doppeltangente durch den Ursprung hat
die Gleichung y =\/3.x. Sie beriihrt die Kurve in den Punkten
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XEi—\/\% a=+076a y=+V3.a=+132a

und bildet mit dem positiven Ast der y-Achse den Winkel ¢
— 60°. Die Liinge des Bogens DC ist

al22 277 a [8 1 1
SZ"@*[@"T]M:?[@—TJ“?*‘I]
17
12

mit der x-Achse und den zugehorigen Ordinaten schliesst er
eine Fliache ein vom Inhalt

a2 o , . a2 [ 24 h=2
Fx ?f (A" — 4 )d/.:?[--tjl——lognat.&]i:1

=141 a;

1

__E_“_?_ 1_6—]0 nat, 2——-}-10 nat. 1
i g g

2
2
92

1 a2 9
: [4 - I—o,egj — 53,06 =153a"

Rotiert der Bogen DC um die x-Achse, so beschreibt er eine
Fliche vom Inhalte

lz+k AZ—-k A=2 . 22+z
Up=x3 [2—}—k+2 K Sl

1—1
2—k 12+2 12-——k
I_Z—k 2—{—2_2—k]k=2

B 5 1 9 22~—-k 12—k
=ma [4—1] +a [2——];-2-—1; 8

Der Klammerausdruck des 2. Gliedes liefert aber fiir k =2 das
vieldeutige Symbol co — oo und hat, nach der bekannten Regel
ausgerechnet, den Wert 0. Es wird also

Ox—% Tea —1178a

Der Korper, den die Oberfliche O_ in sich schliesst, hat das
Volumen

3 5 h=2. 3
: a A a |32 1
Vo= g [?—"‘] -3 '['5‘—.2—§+11

=1
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Y, = %—g m-a’=8,162a’,
Fir diesen 2. Unterfall liegen die beiden kongruenten,
parabolischen Kurveniste ihrer ganzen Ausdehnung nach im I.
und III. Quadranten und nihern sich in + oo bezw. — oo asymp-

totisch der x-Achse. Die Scheiteltangenten haben die Gleichungen

X =-f g 1 5-a; sie nahern sich wie ihre Scheitelpunkte mit

qQ-—p

zunehmendem k = -+ der y-Achse und fallen im Grenzfall k = oo
mit dieser zusammen. Die Halbéste der beiden Parabeln nihern
sich mit aufsteigendem k immer mehr den beiden Geraden
y =+ a, bezw. y = — a, und die parabolischen Ziige reduzieren
sich fir den Grenzfall k =co auf die je doppelt gelegten Ge-
raden y =-+a von - oo, bezw. — oo, bis zur y-Achse. Mit ver-
inderlichem k #ndert sich auch die Lage der jeweiligen Doppel-
tangente durch den O-Punkt. Der Richtungswinkel dieser
Doppeltangente nimmt mit wachsender Geschwindigkeit von 0°
[fiir k =1] an zu und wird im Grenzfall k = oo gleich 90°. Fir
diesen Grenzfall fallen also sowohl die Doppeltangente durch
den Nullpunkt, wie auch die beiden Scheiteltangenten in der
y-Achse zusammen.

Die Bewegung der beiden Punkte gestaltet sich im end-
lichen Gebiete auf folgende Weise: Der Punkt B verfolgt aus
-+ oo auf dem Kurvenast im I. Quadranten herkommend den
Punkt A, der von — o< her auf der x-Achse vorriickt. Ist der
Punkt A im Schnittpunkte der Scheiteltangente mit der x-Achse
angelangt, so befindet sich B in y=a der Scheiteltangente,
senkrecht iiber A. Von hier aus ricken beide Punkte nach - oo
und zwar A mit der k-fachen Geschwindigkeit des B, so dass
B hinter A immer mehr zurickbleibt. Die analoge Verfolgungs-
bewegung kann auch auf dem Kurvenaste im III. Quadranten
erfolgen. Dabei kommt der verfolgende Punkt B aus — oo und
geht dber D’ nach — oo zurick, wihrend der Punkt A die
x-Achse gerade entgegengesetzt wie 1m vorigen Falle, also von
~+ oo nach — oo, durchliuft.

Unterfall 8. k ==— — unechter Bruch mit ungeradem

Zahler und geradem Nenner, wobei r > q. Setzt man den Wert
Bern. Mitteil. 1909. Nr. 1725.



— 194 —

fir k in Gleichung (38) ein, so erhilt man

r+q r
1= — L
() e 210y
q q
¥ r4gq _ r
_q yq a4
'—_2—' r+ r— q

(r+qat (r—qy ¢ |
Weil r+q und r — q stets ungerade, positive Zahlen dar-
stellen, so wird x fiir negative y imaginar; fiir positive y dagegen
erhilt man zwei gleiche und entgegengesetzte Werte von x.
Fir y=0 wird x = oo ; ferner ist

N N ﬁu(_r—Q)
X ;
> qH_ = e
2 q-a.q 2( q)y q
q q
2 T r
1 ad ye 1

Wir setzen die 1. Ableitung = 0 und erhalten
2r 2r

ye =a, w.f y=a.
Dieser Wert in der C-Gleichung eingesetzt, liefert

r+4q R
4] 2 ol
=13 i =L +q[iq+r—a]
trgat @E—qa s !
= oo ;l'rz-a. Ferner wird
r—q

o &,
'*<1m e
i
1| =
2 |
g.:al-: -
oL
.01'1
_
-
|
;ﬂ
&
+
-Q

posmv
= , d.h. es macht
negatw
e ol " :1 .T .2 m einem { Mlnlfnalwerte.
r—q Maximalwerte.
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Nimmt y von +a an bestindig zu, so wiichst auch x von

=+ 2? 'rza aus positiv und negativ und wird fir y=+oo zu
r P

x:io(ol. Nimmt y von - a an bestindig ab bis y=0, so

wiichst auch x positiv und negativ von obigen Werten aus bis

X =-+oco, Die Kurve liegt somit ganz auf der Nordseite der

x-Achse und besitzt im I. und II. Quadranten je einen Kurven-

ast, die sich von + oo, bezw. — oo, durchs endliche Gebiet nach

+ oo, bezw.. — oo, hinziehen. Die beiden Pnnkte y = -+ a,

X =—|—_;1;I:—2-. a liegen der x-Achse am nichsten; es sind die

T g
Scheitelpunkte der Kurveniiste und ihre zugehorigen Scheitel-
tangenten haben die Gleichungen x =+ 2q - 5+ a. Alle Kurven

r —.
dieses Unterfalles sind nicht mehr rational.
Als Beispiel fiir Unterfall 3 wahlen wir den Spezialfall
: r 3

q 2
Setzt man den Wert von k in der Kurvengleichung ein, so be-
kommt man

[ 2 3
2 2
X——‘—g— . y _%. +"a_z ? Oder
5-a? y?
LI~
v +5a’=5a% y?x; quadriert gibt
v+ 102’ y* + 252" =252’y x® oder

y° +10a° y* — 252°yx* + 25a°=0.

Die Kurve ist von der 6. Ordnung und schneidet die goo
in der Richtung der x-Achse in 6 zusammenfallenden Punkten.
Der P oo ist ein vierfacher Punkt der Kurve und die goo ist
dreifache-, die x-Achse einfache Tangente in demselben. Die
Kurve hat somit im P oo einen Spitzpunkt, oder Bicuspidalpunkt
mit der g oo als zugehorige dreifache Tangente, und zudem geht
die Kurve noch einfach durch denselben.

Bringt man die Kurvengleichung in die Parameterdarstellung,
so lautet diese



e OB =

3—2\ ., (342
:(k-—1)12“+(k+1)‘_( 5 )7“+( 2 )

=la |, a= ‘ -a
o 2 (kK" —1)A<~! 9—4)\ 237
2(——) 12
4
3 3
_ P45 P45
512 5V 2

Die Kurve ist nicht mehr rational. Um die Kurve zeichnen zu
konnen seien noch einige Punkte derselben berechnet:

Fir 2= 0 01 02 05 1 2 3 4 oo
wird x = +o0 32a 22a 14a 12a 18a 37a 69a o
und y= 0 0,1a 02a 05a a 2a 3a 4a oo
(Graphische Darstellung siehe Fig. b).

Die Kurve besitzt je einen C-Ast im I. und II. Quadranten,

die aus -} o, bezw. — oo, herkommen und wieder nach -}- oo,
bezw. — oc, zuriickgehen. Die x-Achse ist Asymptote an beide
C-Aste. Die Scheitel liegen in den Punkten y = a, x = i% a,

und die zugehorigen Scheiteltangenten haben die Gleichungen

X:i‘-g— a. Die Lange des Bogens DC betrigt

B2 _3 =2
_ a| 4 4 A2
T3l 32 32
2 2 l=1
3 _19i=2 B3
S RS —2 |72 j14s5l=12a
5 5 T
=1 22

Er bildet mit der x-Achse und den zugehorigen Ordinaten die
Flache

2 %+2 = 5-3—~2) r=2 —;« 1 A=z

a® | 2 A g | 4
F.=513 3 = |74,
g2 g2 -

Rotiert der Bogen DC um die x-Achse, so beschreibt er eine
Fliche vom Inhalt :



7

= 3 —
; Tt 4 5—2) =2 =2
O =ma — =2 %—12

=—+2 =2 =t

97 1
=2.7-a° +22—7—1 =11,88a’

und schliesst einen Korper ein vom Volumen

i 244 _(2_3)1t=z2 LS Sq1=
VX-_—na'B-l Az—l-d +7‘ (2 3)| —P 33[12 22] |
‘) — . — | e—

5|3 3 9~ 3
S+38 53

<

M=
5 ”
g|22 22 1 1 3
=m-a [? -——é——-g +§j|-5,62a
Fiir den 3. Unterfall liegen die beiden Parabeln im I. und IIL
Quadranten. Die x-Achse ist wieder gemeinschaftliche Asymptote.
q-r
r—q’
ste nidhern sich mit steigendem k der y-Achse. Fiir den Grenz-
fall k =oo fallen sie mit der y-Achse zusammen und die Parabeln
reduzieren sich gleichzeitig auf die je doppelt gelegte Gerade
y =a von + oo, bezw. — oo, bis zur y-Achse und zuriick. Die Be-
wegung der beiden Punkte stimmt mit derjenigen des vorigen
Falles iberein, mit der einzigen Ausnahme, dass der 2. Ast der
Verfolgungskurve hier nicht in den IIl., sondern in den TI
Quadranten zu liegen kommt. Der 1. Ast der Verfolgungskurve
liegt also immer im I. Quadranten, wahrend der 2. je nach dem
Werte von k > 1 in einem der drei andern Quadranten verliuft.

. a;

Die Scheiteltangenten haben die Gleichungen x =+ —

[I. Hauptfall k < 1.

Die Geschwindigkeit des verfolgenden Punktes B ist fiir
diesen Fall grosser, als diejenige des verfolgten Punktes A. Die
fiir diesen Hauptfall geltende symmetrische Gleichung der Ver-

folgungskurve heisst
14k kK _1—k

y L
2(1+k)a 2(1—Kk)
und ist aus der Grundgleichung dadurch hervorgegangen, da.ss
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man die Ordinatenachse um -a parallel nach rechts ver-

schob.

Wie beim ersten Hauptfall, so kénnen wir auch hier drei
verschiedene Unterfille auseinanderhalten. Das Geschwindig-
keitsverhiltnis, das immer ein echter Bruch sein muss, kann sein
ungerade Zahl

k2

_ P _
Lok q gerade Zahl °’

- P _ ungerade Zahl
-k I ungerade Zahl ’ und
3 k=19 gerade Zahl

r ungerade Zahl '’

wobel p, ¢ und r die nimliche Bedeutung wie im Hauptfall I
haben und der Bedingung geniigen
p<q<T.

Unterfall 1. k=P — ungerade Zahl
' gerade Zahl

Setzt man den Wert fiir k in der symmetrischen Gleichung ein,
so erhilt man

<1

atp P a—p
q - y q . a1 y q
P o — 2 | = .

2(t)er 2(F) 7 Letarn OV
Da q gerade ist, die Ausdriicke q + p und q —p dagegen
stets ungerade Zahlen darstellen, so wiirde fir ein negativ
gewihltes y, x imaginir, und fiir ein positiv gewihltes y erhilt
man stets zwel gleiche, entgegengesetzte Werte von x. Dige
Kurve muss daher ganz auf der obern Seite der Abscissenachse

und symmetrisch zur neuen Ordinatenachse liegen. Setzt man
y =0, so wird auch x=0; ferner ist

P P
L L
¥ ® L a% Y%_
Setzt man diese 1. Ableitung = 0, so folgt
yo ot 2p 2y

S 2 _=0=y®—a1, also y=a.
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Der Wert y = —a ist zu verwerfen, weil er auf imaginire Re-
sultate fithren wiirde. Setzt man y= +a in der obigen Glei-
chung ein, so erhilt man

1 atrp P a—r}
X=i a 4 ma']aq
2 P (q—p)

1a%-(q+p) i

Da q im Nenner des Exponenten eine gerade Zahl ist, so lie-
fert die Wurzel zwei Werte, und man erhilt

1 4 a a_ | _
x=-4-=- — = - a.
Die 2. Ableitung wird

|
o
a=

P—a 3
Liz_{{.. —] .L y 1 _|_ aq
2 P p+a
iy’ 2a] 5 A
Setzt man hierin y = a, so wird
) -
1
i’-‘g:il-l—l—Jr—]mi—p , d. b,
dy 2q | a a q-a
___9pr ____k zu einem
8 Q¢ —p . 1—K * Minimalwerte.
y = a macht I i
gesdn AP oy 4 .a . Zu einem
q—p’ 1 —k® = Maximalwerte.

Fir x =0 fanden wir y=0, Setzt man den Wert x =0 in
dem Ausdruck fir x ein, so erhilt man

q+p P a—p P P _ P

y q aq y q = == . yq a4 y q
» LA — .
4%+ (q+p) ) | a7 +p) (@ p)_

w.f. y=0 und y (q——p)——aq(q-i-p)
also auch y= (H)ZP -a. Dem Werte x = 0 entspricht
_ : _(at+P)ss. :(1+k)gik'
sowohl y =0, wie auch y (q—-—--——~_ p) P.a i—% a
Da aber, wie wir gesehen haben, die Kurve symmetrisch zur
y-Achse liegt, so miissen die Punkte x =0, y =0 und x = 0,

y= (3+ ];)21’ a der Kurve je doppelt angehéren. Der erstere
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kann nur ein Berithrungspunkt sein; der letztere dagegen ist
ein Knotenpunkt unserer Kurve, was durch Verschieben des
0-Punktes in denselben leicht gezeigt werden kann. Vom Dop-
pelpunkte an nimmt der Wert von x positiv wie negativ immer
zu und wird fir y=-+o0 zu x =+ oo,
Als Beispiel dieses Unterfalls sei der Spezialfall
p _ ungerade Zahl 1
q  gerade Zahl 2

angefithrt, Die Geschwindigkeit des Punktes B ist also hier
doppelt so gross, als diejenige von A. Setzt man den Wert

k\:

von k = % in der allgemeinen Kurvengleichung dieses Unterfalls

ein, so folgt

1 1 1 3
L .. | =
N S S
1\ 3 ( 1 3 ’
oder y'—6ay’+9a’y — 9ax’=0,

und dies ist die Gleichung der Verfolgungskurve fiir k = % Sie

ist von der 3. Ordnung und beginnt mit Gliedern 1. Grades;
die Kurve geht somit einfach durch den 0-Punkt; dieser ist der
Scheitel der Schleife, und die x-Achse ist zugehorige Scheitel-

tangente in demselben. Fir y=a wird x= — %a: - —g-a
qQ—0p
zu' einem Minimalwerte, und x =+ L a zu einem Maximal-

3
werte. Die beiden Punkte y=a, x="1 ~§— a sind die dussersten

Punkte D und F (Fig.6) der Schleife und ihre zugehorigen Tangenten
haben die Gleichungen x = F —g— a. Die y-Achse schneidet die

, : ' a
Kurve ausser im Punkte y =0 noch in y= M)?Zp - a =3 a;
q=0
dieser Punkt ist ein Knotenpunkt unserer Kurve; denn ver-
schiebt man den Ursprung in diesen Punkt, d.h. transformiert

man obige Kurvengleichung nach den Formeln
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x=x' , y=y +3a, so wird sie
v+ 3ay®— 9ax’=0.

.Die transformierte Kurvengleichung beginnt mit Gliedern
2. Grades; der neue Nullpunkti ist somit wirklich ein Doppel-
punkt unserer Kurve und die Tangenten in ihm haben die Glei-
chungen y' =+ /3 -x’. Die- Tangenten sind reell und ver-
schieden; der Doppelpunkt ist ein Knotenpunkt. Wir transfor-
mieren die Gleichungen der Tangenten riickwérts und erhalten
y=41V38-x+38a Die Doppelpunktstangente y==1/3x + 3a
hat den Richtungswinkel ¢, = 60° und schneidet die x-Achse im
Punkte x = —\/3a=—1,732a; die andere y=—\/3+. x+3a
dagegen hat den Richtungswinkel ¢, = 120° und schneidet die
x-Achse im Abstande x =\/3. a = 1,732a vom Ursprung. Die
beiden Doppelpunktstangenten schliessen somit am Knotenpunkte
einen Winkel von 60° ein. Die zwischen dem Knoten und der
x-Achse gelegenen Teile der beiden Doppelpunktstangenten bilden
mit dem auf der x-Achse abgeschnittenen Stiicke ein gleich-
seitiges Dreieck, dessen Seitenlinge gleich ist dem zwischen
Knoten und x-Achse gelegenen Stiicke der Doppelpunktstangente,
namlich gleich 2./ 3 a = 3,46 a.

Um die rationale Darstellung zu ermitteln, schneiden wir
unsere Kurve mit einer Schar von Geraden durch den Doppel-
punkt von der Gleichung y = Ax + 3a. Jede Gerade des Biischels
schneidet die Kurve 3. Ordnung im Knoten in 2 zusammen-
fallenden Punkten und ausserdem noch in einem 3. Punkte, der je
nach dem Werte von A alle Punkte der Kurve durchliuft. Wir
setzen in der Kurvengleichung y =A4x +3a und erhalten

2Px + 8ar’ — 9a =0, woraus folgt
X:9a—3a/12__3 (8 17_38a[3
2 M@ T ’
und somit ~
y=4x-+ 3a=3a f—z--—l—{—l =9al %

diese Werte von x und y reprisentieren die rationale Dar-
stellung unserer Kurve. Um die Kurve zeichnen zu konnen,
bestimmen wir nach diesen Gleichungen einige Punkte und er-
halten :

Bern. Mitteil. 1909. ' Nr. 1726,
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Fiir r=+0 Vig V2 V3 1 2 3 4 oo
9

wird y =oo 56a 45a 3a 9a 23a a 162 0
_ = @ 39
und X=+oco 2l1la 1lla 0 6a +g2 g2 g 0

Wie die Konstruktion (Fig. 6) zeigt, liegt unsere Kurve
ganz auf der Nordseite der x-Achse und symmetrisch zur y-Achse.
Im endlichen Gebiete zeigt sie die Schleifenform der Newton’schen
Knotenparabel oder Parabola nodata, oder die Form der
Cayley’schen Crunodale. KErteilt man in der Parameterdarstel-
lung dem 2 alle Werte von 0 bis -+ oo, beziehungsweise von 0
bis — oo, so durchliuft der dritte Schnittpunkt der Biischelge-
raden mit der Kurve diese von -+ oo, beziehungsweise von — oo,
iber den Knoten zum Ursprung.

Um den P oo der Kurve zu untersuchen, bestimmen wir

die Asymptotenrichtungen und erhalten y° =0, also y =0 drei-
fach, d. h. die g oo schneidet unsere Kurve in der Richtung der
x-Achse in drei zusammenfallenden Punkten. Wir projizieren
die g oo auf die y-Achse, d. h. wir transformieren unsere Kurven-
gleichung nach den Formeln

’
=3, y=%
und erhalten

vy —6ay’x’ 492’y x'*=9ax’.

Die transformierte Gleichung beginnt mit Gliedern 1. Grades;
die Kurve geht deshalb nur einfach durch den neuen O-Punkt,
Die Tangenten in ihm erhilt man aus 9ax’ =0, d. h. x/
= 0 die y’-Achse. Fiir x’ =0 wird aber y° = 0, also y =0
dreifach, d. h. die Tangente im neuen 0-Punkte, also die y’-Achse
schneidet die Kurve in drei zusammenfallenden Punkten; sie ist
also eine Wende- oder Inflexionstangente im neuen O-Punkte.
Der P oo ist somit ein Wende- oder Inflexionspunkt. Die

Wendetangente erhilt man durch Riicktransformation von x’ = 0,

nimlich x = x—1,~=l =o0o, d. h. die goo ist Inflexionstangente

im Wendepunkt. Die Richtigkeit des obigen geht schon daraus
hervor, dass die Newton’sche Knotenparabel im P oo wirklich
eine Inflexionsstelle besitzt.
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Wir differentieren die Gleichungen der Parameterdarstel-
lung und erhalten

dx=8a(2"?’—94"%dA und dy=—18ai *dx

_— . dx \* dy 2
Ferner 1st ds = \/(HT) ~+- (—(ﬁ-) da

N

—V 92%(4"*— 182"} 812 5+ 361 % dA

=382V 92N . da=3a(A "% 917Y.dx
Bezeichnet man die Bogenlinge der Schleife EDOFE mit s,
so wird

A=0 - A=9
% =arcEDO = f3a(l—2—|— 9174 .dA=3al—r1—3r3]

i=|3 A=v's
1 38,1 3 o
=3a|——~ — — — — 1, und dies 1ist
[ 0 0+\/3+3\/3] ‘
—2\/3a=2346a,

was sofort durch Wertbestimmung des an der obern Grenze
auftretenden vieldeutigen Symbols gezeigt werden kann. Die
halbe Schleife ist somit gleich der Linge einer Knotenpunkts-
tangente und gleich dem halben Werte der Subtangente im
Knoten. Die ganze Schleife ist =4\/3 .a=6,92a. Diese Grosse
lisst sich leicht konstruieren; sie ist gleich der Hohe in einem
gleichseitigen Dreieck von der Seitenlinge 8 a.

Wir bezeichnen die Fliche der Schleife mit F und erhalten

b},:l/“é'
F:J 9ai~%.3a[i 2 —92"*]da

i=—V3
A= V'3
=27a2f [A=4—917%]d2

A=— V3

d= va
:273.2[ - 13] 3
52° 38X fi__ 3

_ 2| 9 1 9 118 /& 2
—27-Y3a [5-27 —ar 5 "‘ﬁ]’ 5V3a
Rotiert die ganze Schleife um die x-Achse, so beschreibt
sie eine Flache vom Inhalte



— 204 —

l:-]/? ‘
= 18a-27%.3a[A " 4+ 927" d4

A=— |3

=bd-m.a’ [A7*+947°%)-dA

Vs

1 9 '=—V3 b6 ,__

=54' '32 - o =3 - - 2

" [ 37 515];;@ 5 V8 e
Rotiert dagegen die halbe Schleife OFE um die y-Achse,

8o beschreibt sie einen Flicheninhalt von

A= |3 .
0,=mn- 2-3a[327°—17'-8a[A" "4 94 %]-dA
=0
A= V'3 » )
=18za’ [84 %4 27277272 —927°-dA
A=0

27 , 1, 8 =Vs
=18 =a’| — ‘ :
o [ 61“+2ﬁ+4z4]

‘ Das an der untern Grenze auftretende Symbol co — oo hat
den Wert Null, und wir erhalten

2 1 1 1 2
= i —_ — L =
Oy 187 a[ 6+6 ; 6] 37:3,,
gleich der dreifachen Fliche des Kreises vom Radius a.
Die Oberfliche O_ schliesst einen Korper ein vom Volumen

l=0

x

=¥
\ =n.f 81a’2~*-3a.[A72— 94 *]dA

A=— 18
g [—NE
=3-81.n.a3.f A~%—92"%1da
' Lo Y
I=y3 _
=3.81-a’ 97——%J N NVE R
7'1 5/1 A:_V‘g 30

und diejenige von O, einen Korper vom Inhalte
l=1/3 q 52
vy=,,.f v?_a_[?_“f_+1].__18a.;~-3.dl

l? 114 22
A=0
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_ 3 I=ve -9 ' ._5'
=9.18-%-a [—9A~°+ 64~ "—2%].da

1:0

s [ 9 i=y3
—9- 18 A [8_18 Fd +4x‘-‘]}1::,
und dies ergibt, weil das an der untern Grenze auftretende viel-
deutige Symbol den Wert Null hat,
Vy=9-18-n-aa-[%—§—|—m] z%—n-as;
dies 1st = —1% des Inhaltes einer Kugel vom Rgdius a.
Substituiert man in der fiir diesen Unterfall geltenden

Kurvengleichung fir k kleinere und grossere Werte als —%—, S0

werden die zugehoérigen Kurvengleichungen, wenn ihre gebro-
chenen Exponenten durch fortgesetztes Quadrieren ganzzahhg
' gemacht werden, immer mehrgliedriger. Mit verinderlichem k
indert sich die Lage des Knotens und der Knotentangenten,
wiahrend die x-Achse in allen Féllen Scheiteltangente bleibt.

Fiir alle von % abnehmenden k nihert sich der Knoten

dem Punkte y =a der Ordinatenachse. Die Kurve wird schmiler;
der Winkel, den die Doppelpunktstangenten bilden, nimmt be-
stindig ab, und die Doppelpunktstangenten, wie die Kurven-
iste, schmiegen sich mehr und mehr der yiAchse an. Fur
= [Gerale] 0, fallt
der Knotenpunkt in y = a der Ordinatenachse. Der von den
Doppelpunktstangenten eingeschlossene Winkel wird zu 0° und
die Doppelpunktstangenten, wie die Kurveniste, fallen ihrer
ganzen Ausdehnung nach in die y-Achse. Fiir diesen Grenzfall
reduzieren sich somit die beiden Kurveniiste auf die doppelt ge-
legte y-Achse von -}- o© bis zum Ursprunge.

den untern Grenzfall, also fir k= P_

Nimmt k dagegen von 5 an 2y, so entfernt sich der

Knoten auf der y-Achse immer mehr von der x-Achse; der von
den Doppelpunktstangenten eingeschlossene Winkel wird immer
s p oo (ungerade)
oo (gerade)

grosser und die ganze Schleife breiter. Wird
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so fallen Knoten und Doppelpunktstangenten ins Unendliche.
Der von den Doppelpunktstangenten eingeschlossene Winkel wird
zu 180° und der im Endlichen liegende Teil der Kurve wird
in die x-Achse gedringt. Der P oo der Kurve ist fiir alle Fille
ein Inflexionspunkt, und die g oo 1st stets Wendetangente in
ihm mit mehr oder weniger innigerer Beriihrung.

Die Bewegung der beiden Punkte A und B gestaltet sich
im endlichen Gebiete fiir diesen Unterfall auf folgende Weise:

B kommt mit der k-fachen Geschwindigkeit des A aus - oo
und verfolgt den aus — oo auf der x-Achse heranriickenden
Punkt A. Ist B im Knotenpunkte E, bezw. im Punkte D, an-
gelangt, so ist A bis zu G, dem Schnittpunkte der Doppelpunkts-
tangente mit der x-Achse, bezw. bis J, dem Schnittpunkte der
Tangente in D mit der x-Achse, vorgeriickt. Im Ursprung, im
Scheitel der Schleife, treffen sich die beiden Punkte, und nun
tritt B auf die Fluchtbahn, d. h. bewegt sich von jetzt an immer
so, dass er in jedem Augenblicke in der Richtung der Tangente
durch A entflieht. Ist A bis H, dem Schnittpunkte der 2.
Doppelpunktstangente mit der x-Achse, vorgeriickt, so ist der
Punkt B zum 2. Male im Knoten E angelangt. Von hier aus
bewegen sich A in Pfeilrichtung nach + oo und B auf der Flucht-

bahn nach — oo,

__ p __ ungerade Zahl
Unterfall 2. k= r  ungerade Zahl °’

Setzt man den Wert von k in die symmetrische Gleichung ein,
so bekommt man

wobel p <r.

r+p P r—p

< — yr —aryr

e

r r

Da r+ p, wie r—p stets gerade Zahlen bedeuten, so liefert
die Gleichung fir dieselben positiven und negativen Werte
von y nur je einen Wert von x, der positiv oder negativ sein
kann. Die Kurve liegt somit symmetrisch zur Abscissenachse.
Fir y=0 wird x=0. Es ist ferner

B2 P
dx yT ar
dy  ~— 2 —r°

2ar 2yT
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- Setzt man diesen Ausdruck = 0, so erhilt man
¢p 2p
yr=ar, wf y=-+a.
Werte fir y in der C-Gleichung eingesetzt, liefert
rte- Por—p

X = a ’ . a-a” _ a  a
9(1-_|_p)a% z(r_,p) 2 |r+p r—p
r

r
=_ 1P 5+ a; ferner 1st
_ R e
5 S £
d’x r a’ ;
o = QPY- J T y = a gesetzt, liefert
Y a’ y "
2 -
d—?— =L 14 _1 = positiv, wenn a > 1 vorausgesetzt wird.
dy 2r a
Da also die 2. Ableitung von x positiv ausfillt, so lieferty =+ a
fir x = — : P o B 5 a zwel Minimalwerte. Die Punkte
r'—p 1—k |
. . r-p . k . g
¥ =y, R e e S — > - a sind Scheitelpunkte,
r'—p 1—-k
und die zugehorige Scheitel- und Doppeltangente hat die Glei-
chung x=— 21—1)2 ca=— 5+ a. Setzt man in der C-Glei-
r—p 1-k
chung x = 0, so erhilt man
r+p P or—p
Y . .} A 0 oder
_P r—p ’
(r+p)-a
2p i
[y C—p)—ar (r+py r]=0, w. f.
2p _P
y=0 und y* (r-—p )—ar (r—} py =0, oder

n yT (r——P)—a (1‘+P)‘*
r X
also y=+ (r — g)g P.a. Die Kurve schneidet somit die y-Achse

ausser 1m 0-Punkte noch in den Punkten

ot (S0 ms (LR
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Ferner ist x stets negativ, solange |y| < (;+

— E)Tp .a und stets

AT
positiv, solange |y| > (:‘%g)ﬁ-a ist; denn angenommen y sei

um einen kleinern Betrag kleiner, also z. B.

—4 (’r"‘P __.i)ﬁ.a,

s0 wird vorerst

r—p 2p 2p 7§
___-’_IL‘ yl' yl‘ . al‘
T P fr+p r—p
Ersetzt man hierin y durch + (%——)ﬁ.a, so folgt
(T+P__1_)§—p,a"?" [z
_r |—\r—p n Ia.‘”_r-i—p 1)
=y : =5 =
al‘
2p
r
r—pl
(Iiy_l)z-’a.a”?"* 2 2 2
—4 X LAr—p n | ar __a' a’]
p 2 lr—p n(+p) r—p]’

,

A
d. h. x = negativ. Ersetzt man dagegen y durch + (r .

r—p
AT

+—1—)5’_P.a, so wird der Ausdruck fiir x positiv. Wird y positiv

n
r

und negativ grosser als (:—;—é—j——g)ﬁ-a, so nimmt x stetig zu und
wird fiir y =00 zu x =-o0.

Das Wertepaar x =0, y = 0 gentigt, wie wir gefunden haben,
der C-Gleichung. Da aber die Kurve symmetrisch zur x-Achse
gelegen ist, so muss ihr der Punkt x =0, y=0 doppelt ange-
horen. Die beiden C-Aste bilden somit im 0-Punkte eine Spitze
mit der x-Achse als Spitzentangente, was auch sofort aus der
Kurvengleichung folgt.
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Als Beispiel fihren wir an
p ungerade Zahl 1
k="1= ungerade Zahl ~— 3~
Die Geschwindigkeit des verfolgenden Punktes B ist 3 mal so
gross als diejenige des verfolgten Punktes A. Setzt man den

Wert k 5—;— in der fir diesen Unterfall geltenden C-Gleichung

ein, so erhialt man

9 % 3 % % By 2 2 1
X = yl — aéy , oder 3y3<y3——233)———833x.
8ald
Wir erheben diese Gleichung in die 3. Potenz und bekommen

4 2

27y’ [y* — Ga3y —|—12a y3 — 8a’] =512ax’

2
27y’ [y*—8a’] — 27 y° 6a3 y_(y —2a%)=512ax’

2
27 v (y°*— 8a%) — 54a y2.3y3% (y“wZag) = 512ax".
Der Faktor des zweiten Gliedes stimmt vollstindig mit der

linken Seite unserer Ausgangsgleichung iiberein, und wir erhalten
2 1

27 v*. (y°—8a’) - b4asy’.8a% x =512ax’,
oder 27y'—216a°y’— 432ay’x —b512ax*=0.

Die C-Gleichung ist von der 4. Ordnung und beginnt mit
Gliedern 2. Grades; der O-Punkt ist somit ein Doppelpunkt
der Kurve. Die Gleichungen der Doppelpunktstangenten erhilt
man, indem man die quadratischen Glieder = 0 setzt, und es
folgt — 216a’y* =0, oder y = 0, die x-Achse doppelt. Die Tan-
genten im Doppelpunkte sind reell und zusammenfallend; der
Doppelpunkt ist somit eine Spitze mit der x-Achse als Spitzen-
tangente. Die Berithrungspunkte der Doppeltangenten liegen

[\ 0~|m

in den Punkten y=+a, x=— —z— a=— 0,37a, und die zugeho-

rige Scheiteltangente, bezw. die Doppeltangente, hat die Gleichung

x=-—ga Die Kurve schneidet die y-Achse ausser im Ursprung

noch in den Punkten y =+ (;—-:E—g)ﬁ a=4+2-/2 . a = 2,82a.

Die C Gleichung liefert fiir alle y <2+\/2 a nur negative, fir
alle y > 2\/2 a dagegen nur positive Abscissen. Die Untersu-
Bern. Mitteil. 1909. Nr, 1727.
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chung des P oo zeigt, dass dieser ein einfacher Punkt ist, durch
welchen die Kurve auch nur einfach hindurch geht. Die goo 1st
Tangente an die Kurve mit 4 punktiger Bertihrung; ihre Para-
meterdarstellung lautet nach (24)

= 4 2 — 1 4 27

3 _a | A% a3} I8i® 38a3

AN R e
3 8 B

Erteilt man dem 1 in obigen Gleichungen verschiedene,
aufeinanderfolgende Werte, so erhilt man:

Fir A=401 2 3 4 oo
wird y=+10a 2a 3a 4a oo
und x= 0—037a—026a 40,06a -+ 049a. -} o<.

Wie die Konstruktion (Fig. 7) zeigt, besitzt unsere Kurve
zwei kongruente, symmetrisch zur x-Achse gelegene Aste, die im
Ursprung eine Spitze bilden mit der x-Achse als Spitzentangente.

Die Gerade x= — %a, die urspringliche y-Achse, ist Scheitel-

und Doppeltangente an die Kurve. Auf der Westseite derselben
besitzt die Kurve keine reellen Punkte.

Nach der Rektifikationsformel hat das Bogenstiick EO, wo
E der Schnittpunkt der Kurve mit der positiven y-Achse ist, die

Linge
i ETTVV s ps ey
s=—1Z- 1 Z_ = l3+2l3
2 i b2 8 A=p9
L3 B
=—g— [2 +2- 2]——3:1, und bildet mit der y-Achse die
Flache
s = 5 oqgi=o I .2 5 =o
poaf B _9 i A0
] N ) ER R N
3’3 338l A=\/Ea‘ - -

[ (\/2 ¥ (‘/23) ] = 2yTa = 0734

Rotiert dlesel Bogen EO um d1e x-Achse, so beschreibt er eine
Oberfliche von



== 7 5 <1 _ o
o o 23 N 3l 3...a2 [51_:;_#”%]1—\/2a
S s % -
L3 3 1A,
Z 5
3

und schliesst einen Korper ein vom Volumen

3 B 1_; % 1= V23 I s h=v2°
sza.-yr A . A =_E_)'_.7t.a# 813—1013
2 l()_ 8 160

13 3 A2 =0 L A==
8

10

z%-rz-a?’ [8- (\/2—3)3— 10(\/?)3]:5—-”-&3——— 5,65 a°.
Rotiert dagegen der Bogen ODE um die y-Achse, so be-

schreibt er eine Oberfliche von

O, :%ﬂ-az — 4,71 a’ und schliesst einen Korper in sich

vom Volumen

v, —_—% V2. - a®=0,694a°
Ersetzt man in der C-Gleichung k durch kleinere- Werte

als —é—, so nihern sich die Scheitelpunkte D und D’ und mit

ihnen die gemeinschaftliche Scheiteltangente und Doppeltangente
der y-Achse und die Schnittpunkte E und E’ der Kurve mit
der y-Achse den Punkten y = + a. Fir den untern Grenzfall,

also fiir k:é::(), fallt die Doppeltangente in die y-Achse;

die Schnittpunkte E, bezw. E’, der Kurve mit dieser fallen mit
den Scheiteln D, bezw. D', in y = a, bezw. y = — a, zusammen,
und unsere Kurve reduziert sich auf die einfache y-Achse von

—+ oo bis — oo,

Mit von % an steigendem k entfernen sich die Doppel-

tangente, wie die Schnittpunkte E und E’ der Kurve mit der
y-Achse immer mehr von dem O-Punkte und fallen fir den
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obern Grenzfall k= £ — = (ungerice) ins Unendliche; die
oo (ungerade)

Kurve reduziert sich dabei im endlichen Gebiete auf zwei der

negativen Hilfte der x-Achse unendlich benachbarte Geraden,

die im Ursprung zu einer Spitze zusammenlaufen.

Die Bewegung der beiden Punkte gestaltet sich fir diesen
Unterfall in gleicher Weise, wie die Verfolgungsbewegung im
vorigen Unterfalle. Im Ursprunge aber, also im Punkte, wo A
und B zusammenstossen, hort die Bewegung plotzlich auf. Der
Lauf von B kann hier auch auf dem zur x-Achse symmetrischen
Kurvenaste im ITI. und IV. Quadranten erfolgen.

Unterfall 3. k= —%— = ufge:a?ggezgﬁﬂ’ wo r> q.

Setzt man den Wert von k in der symmetrischen Glei-
chung ein, so erhilt man

r+4q g r—g r—q = 24 2g
X: y r . al’l'.}r T Eiy r ' y'l' . ar
1 3 T — g 4 r —
ZC,(gar 2( ﬂ oF +q q
r r LI -
r —g

Je nachdem y pos. oder neg. ist, wird y * ebenfalls po-
2q

sitiv. oder negativ. Da ferner y ™ fir positive und negative
Werte stets positiv ausfillt, so liefert unsere C-Gleichung fur
dieselben positiven und negativen Werte von y dieselben
Werte von x, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen. Die Kurve
liegt also symmetrisch zum O0-Punkt. Fir y=o0 wird x=o.
Ferner wird
_— W

dx _ rly a’

a

dy 2

=|. Die 1. Ableitung = 0 ge-
| » YT— setzt, liefert

29 24

y' =a’, also y=+4a. Werte von y in der C-Gleichung ein-
gesetzt, ergibt

r+4q q r—qi

r | a7 atka) T | r[_a a
r+q-a’

X —

r-+tq r—q
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=F r:;qqz .a. Die 2. Ableitung wird
g g
d2X q y r a,r
dy” 2 1 + =
| a y |
e gesetzt liefert
q—r q |
Ix _ q |(ta)’ A" ¢ [1 1
R e e — - — -}- —_— . _— i
dy* 2 3 - itrl 2 [a+a
-2 (£ a)
=+4 an
a
_ __r-q _ k-a zueinem Minimal-
y = -ha macht x= r—q° v 1—k° werte und
——a > x—._rd ca— k-a zueinem Maximal-
Y= Pt T 1R werte.

Die Kurve schneidet die y-Achse ausser im Punkte x =0,

y =0 noch in den Punkten y —- \/(Lﬁ)g a; denn setzt

r—q
A . |
man in der C-Gleichung x = %y[ ¥ - — ( a y) ]
2 r—u
(r+q)
x =0, so folgt y=20 und
'('I'" o 2q 2q
gm0 A v =g —aT e )
T (-q)
r+q-a 1
14k\E .
oder y——+\/ r—q +a(1_k> . Wird y pos. und

neg. grosser als \/(E——l—-—%)? a, so nimmt x pos. und neg. zu

und wird fir y =4 o0 zu x = + oo.
Als Beispiel dieses Unterfalls sei hierorts der Fall

ke 4 __ gerade Zahl 2

r ungerade Zahl 3
angefithrt. Setzt man den Wert von k in der C-Gleichung ein,

so erhilt man




342 2 g2 5 21
3 3 3 3 3 3
y a“-y 3y 3a’y
TN I T T I g 0 o
9 af 9. (32 3
( 3 ) ( 5 ) 10a
if4 e 2

3y°ly’—bBa’ | =10 a’x. Wir erheben diese Gleichung in die

3. Potenz und bekommen
B 4 8 8
27y[y4—-—— 15a°y —|—7oa*

4 11

27" — 4052°y° 4 2025a°y° — 3875a'y — 1000 a’x® =

4

v® — 125 a4] = 1000 a’x°

oo | o
w| ~

4 1 4 4
27y — 135a”y* [3y3 (ya— 5&3)] — 3375 a'y — 1000 a°x°= 0.

Der eingeklammerte Faktor des 2. Gliedes stimmt aber
vollstindig mit der linken Seite der Ausgangsgleichung iiberein;
wir erhalten somit als C-Gleichung den Ausdruck

27 y"— 1350 a’y’x — 3375 a'y - 1000a°x’ =0,

Die Gleichung ist von der 5. Ordnung und beginnt mit Glie-
dern ersten Grades; die Kurve geht deshalb einfach durch den
0-Punkt und die x-Achse beriihrt sie als Tangente in drei zusammen-
fallenden Punkten. Unsere Kurve besitzt somit im Ursprung
einen Inflexionspunkt; die x-Achse ist zugehorige Wendetangente.
Ausser im Punkte y = 0 schneidet die y-Achse die Kurve noch

T 3

r - Zq T
in den Punkten y ==+ (r—g) ra=-=+5 a=+1 334a. Die
r-q

Scheitelpunkte haben die Koordinaten y = +a, x = — 54
1" —q

= —|- —a=+1,2a und ihre zugehorigen Scheiteltangenten be-

sitzen die Gleichungen x =+ 6 a. Der oo ferne Punkt der

Kurve ist ein Doppelpunkt und zwar speziell eine Spitze mit
der goo als zugehorige Spitzentangente. Die Kurve hat die
Parameterdarstellung
1
10 ® A —523]

r 5 —_
3

y =A4a, x-——
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Wir bestimmen einige Kurvenpunkte und erhalten:

Fir A=+40 2 3 4 oo wird
y=+0 2a 3a 4a o0 und
x= 0 +0,94a 30,29a +0,64a + oo,

- Die Kurve (Fig. 8) besteht aus einem Kurvenaste, der sich
von + oo durch den L, IL., IV. und III. Quadranten nach — oo
erstreckt. Der O0-Punkt ist ein Wendepunkt und die x-Achse
Wendetangente.

Die Linge des Bogens ODE betragt
3

— 4

I 2 1A=
a | 2° 2% e
S:‘—z— E—!—“—i— :3'\/53.:4,4:9&.
L3 3 =0
Er schliesst mit der y-Achse eine Fliche ein vom Inhalte
3
[ & = &pi=s®
Fx———z—' E'—"z -EaMZ,SIa
L3 310

Rotiert dieser Bogen um die x-Achse, so beschreibt er eine
Oberflache vom Inhalt

2
B §_ i_l:ﬁ‘i
1 A° 106 5 2
Ox—fra j8':+‘z ——?n-a—41,23a
3 34,
und schliesst einen Koérper ein vom Volumen
3
o 1 qa=st \
3 3 3
Vx--— 2 E—l ——7—7—‘5 °7I-"3;--——-20,85a.
L3 3 4,

Rotiert dagegen der Bogen ODE um die y-Achse, so be-
schreibt er eine Oberfliche vom Inhalt
0, =843 a’ und schliesst einen Korper ein vom Volumen

V,=867a’.
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Ersetzt man in der Kurvengleichung dieses Unterfalles k

durch kleinere Werte als so nithern sich auch hier die

"3'7
Scheitel und die Scheiteltangenten der y-Achse und die jewei-
ligen Schnittpunkte E und E’ der Kurve mit der y-Achse den

Punkten y — - a derselben. Fur den untern Grenzfall, nimlich
fir k = ’ = 0, fallen die Scheitelpunkte und die 2.
oo (ungerade)

Schnittpunkte der Kurven-Halbéiste mit der y-Achse in die Punkte
y = a, bezw. y = — a, der y-Achse, in welch letztere auch
gleichzeitig die beiden Scheiteltangenten tibergehen. Unsere
Kurve reduziert sich dabei auf die einfache y-Achse von + oo

. 2 : .
Nimmt dagegen k von g an immer zu, so entfernen sich

Scheitel und Scheiteltangenten, wie auch die jeweiligen Schnitt-
punkte E und E’ der Kurve mit der y-Achse und fallen fir
den obern Grenzfall k = 1 unendlich fern. Die Kurve dringt
sich dabei im endlichen Gebiete in die x-Achse.

Die Verfolgungsbewegung auf der Nordseite der x-Achse
geschieht hier in analoger Weise, wie in den beiden vorigen
Fallen. Wihrend aber im vorigen Unterfalle die beiden Punkte
A und B im Ursprunge plétzlich zur Ruhe kamen, bewegt sich
der Punkt A nach dem Zusammentreffen weiter iiber den 0-
Punkt hinaus nach -+ oc, und B eniflieht in einer der Verfol-
gungskurve kongruenten Bahn, der Fluchtbahn, durch den IV.
und III. Quadranten nach — oo,

III. Hauptfall k = 1.

Ist die Geschwindigkeit des Punktes A gleich derjenigen
des verfolgenden Punktes B, also k =1, so findet man fiir die
Verfolgungskurve die Gleichung

Y2~—2a210gnat%-——4ax — az=0,

die eine transzendente, speziell eine logarithmische Linie dar-
stellt. Losen wir diese Gleichung nach x auf, so erhilt man

2
2 2 l_ 2 2 2 _L 2
x—y 2aloga a*_y alog(a)~ma—

43 4a
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Diese C-Gleichung liefert fiir dieselben pos. und neg. Werte
von y nur ein pos. Xx. Die Kurve liegt somit symmetrisch zur
x-Achse und ganz auf der Ostseite der y-Achse.

Nach dieser letzten Gleichung berechnen wir einige Kurven-
punkte, indem wir dem y aufeinanderfolgende Werte erteilen,
und erhalten :

Fir y=-+0  0,la 0,2a 0,5a a 2a oo wird

X=—+oc0 09la 0,56a 016a 0 O04la oo,

Die Kurve (Fig. 9) besteht auch hier aus zwei kongruenten
Asten, von denen der eine ganz im I., der andere ganz im IV,
Quadranten liegt. Beide Aste beriihren die y-Achse, die gemein-
schaftliche Scheiteltangente und Doppeltangente, in den Punkten
x =+ a und ndhern sich sehr rasch asymptotisch der pos. x-
Achse.

Aus der obigen C-Gleichung folgt

¥ = ﬁ — logy + = loga — % . Wir differen-
tieren diese Gleichung und elhalten
dy [
dx = 2ay(y -—a) also
dy = - 22ay ;dx ; ferner ist
y—a

= dx \2 T2 2\ 2
ds=dy-\/1 - (d—x->=dy.\/l - (LTJ’;)
dy 2ay
= dy - \/4 azyz_l_ y4— 29‘23’2"' a’ — ijjz . dy.
4a%y’ 2ay
Rektifikation: Bezeichnet man den Kurvenbogen mit s,
so folgt

v2
B = f ( 5a Z y) dy ; integriert, liefert

2 2 Ir2
X2 ey =21
8= [4a+ logy] =35 [WJrlognyl-
So hat z. B. der Bogen DC eine Linge von
2 y=2a 2
a 4a’°
s=— [2 2—}-logy] _. —-——[2 5 +log2a—2—a——loga]

2
Bern. Mitteil. 1909. Nr. 1728,
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= _g_ 1,5 4 log2| = % [1.) s 0,69] = 1,09a.

Quadratur: Bezeichnen wir die von dem Kurvenbogen,
der y-Achse und zwei Abszissen eingeschlossene Fliche mit F.,
so wird diese

a ' a
F -—f X dy-_-f [ —§log(%)—1](1)'
vyl o
-l ge(2)e

vyl
Nun ist aber

a T ly=2y.l0e L 2
f210g< )dy—2y 10taa 5 Y also
3 v
e 2 ] 2 ___,a : ir i
F = 93 + 5 Y — y log 1) ] . Far die Grenzen
y,=0 und y,=a erd
(2  a® & a a’ a’ 5 g
F == i—z-—l-uz— — E_]ng—f —-—3—, und dies ist der Inhalt

des oo langen Flichenstreifens, der vom Kurvenaste DE 4 oo
und der pos. x-Achse eingeschlossen wird; er hat also einen end-
lichen Inhalt.

Kubatur: Den durch Rotation der Fliche F, um die y-
Achse entstehende Korper habe das Volumen V_; dann ist

s2| y°— 24’ log (—g—) —a’

y2
V= 2- . e .f . 4
y ) X w-dy=wn al ia dy
yﬂ: l72_4, 2’2 y 4/ Y2 2.2
=16a2../. y—4aylog(;)—|—4a(logE-t-)—-2ay
yi L

+ 4a’ log% -}- a{l dy
chi _Yb 2 2.3 4
=T6a2||5 " gy ey

—y2 y 2
—f 4a’y’log (_y_) dy
3 a

L —yl yl1

~

—

A

y2 9 y2
-4- f 4a4(log _3[) dy + f 4a'log (—X) dy}- Es ist nun
a . a
y

— —

B ¢
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u = log % du y — i 32y310gl
2 2 4 5 2.3
dv=4a"y'dv v =§ay v.du= ——ay dy_u a’y

2

4
4a’y’ log = dy_g a yglog——‘g a’y’ ;
auf glelche Welse glbt

2

——f/ia log dy - 4a ylogy —4a*y ;  es wird somit

4 5 3 y 4 2.3
Ve= 16a3[5 §ay+““'3ayloga+§“
2 y2
+4a'y (log l) — 4a4y10g1 -+ 4a4y]
. a a y1

Fir die Grenzen y, =0 und y,=a wird

_ Y 2 e g z)_(i *5_ 4atvlog Y
V-‘f—lﬁazl_5 52y 1 5a’y (loga/ 32y 4ayloga

\ y=a
i)
- . y:()
=1é;2 [% e % 35+ 5a5] ! %7; a’ = 0,983,3 : dies ist

der Inhalt des Korpers, der durch Rotation der Fliche DO oo
um die y-Achse entsteht.

Die Verfolgungsbewegung fiir k =1 kommt derjenigen des
1. Unterfalles von Hauptfall I ziemlich nahe und kann hier wie
dort im I. oder IV. Quadranten stattfinden.
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