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§ 14.
Die Hessiana der Hauptschnittfliche 3. Grades.

Unter der Hessiana oder Kernfliche einer gegebenen Fliche
versteht man den geometrischen Ort aller Punkte im Raum,
deren quadratische Polarfliche ein Kegel ist, oder, was dasselbe
ist, den geometrischen Ort der Doppelpunkte ihrer ersten Polar-
flichen. Fiir unsere Hauptschnittfiiche 3. Grades ist nun die
quadratische Polarfliiche identisch mit der ersten Polarfliche,
und nach § 13 konnen wir bereits schliessen, dass die Hessiana
der Hauptschnittfliche sowohl die (z)-Achse als auch die (y)-Achse
des Koordinatensystems enthalten wird; denn die quadratischen
Polarflichen in Bezug auf die Punkte der (z)-Achse sind ja
Kegel, deren Scheitel auf der (z)-Achse selber liegen, und die-
Jenigen in Bezug auf die Punkte der (y)-Achse sind hyperbolische
Cylinder oder Kegel, deren Scheitel im Unendlichen liegen.

Die Hessiana oder Kernfliche hat allgemein folgende

Gleichung:
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wo die fiy die zweiten Ableitungen der homogenen Flichen-
gleichung f (x y z w) = 0 bedeuten und Seite 181 bereits berechnet
sind. Setzen wir die dort gefundenen Werte in obiger Deter-
minante ein, so geht sie iiber in:
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H= =0

—2s . 0 .2z . —2sx+42§°
. 0 - 28 - 0 - 2sy .
H= 2z . 0 . 2x . 0 =il
—28x+42¢ - 28y - 0 - 2s'x
oder, wenn man sie in ihre Unterdeterminanten zerlegt,
2s + 0 - 2sy 0 - 25 - 28y

H=—2s| 0 -.2x. 0 |+2z
2sy - 0 - 25°x

2z -0 -0
—2sx 425 .25y-25°x
0 - 28 - 0
+ (2sx —2§° 2z - 0 -2x
—2sx428.2s5y- 0

=0
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oder ausgerechnet

H=y72 —sx®*fsxy —sxZ+x"—"x=0 (24
Die durch diese Gleichung dargestellte Fliche 4. Grades ist die
Hessiana der Hauptschnittfliche 8. Grades. Da die Koordinaten
y und z nur quadratisch in obiger Gleichung enthalten sind,
so liegt die Hessiana sowohl zur (x z)-Ebene als auch zur (xy)-
Ebene symmetrisch. Weil ferner einerseits die Koordinaten
x =y =0, andererseits auch x =z =0, der Gleichung (24) far
jedes z, bezuglich y, geniigen, so enthilt wirklich die Fliache die
(z)- und die (y)-Achse des Koordinatensystems.

Um die Gleichung des Asymptotenkegels der Hesse’schen
Flache zu finden, machen wir die Gleichung (24) mit w homogen
und setzen nachher w=0; dann geht sie iiber in y’z° =0;
diese Gleichung stellt einen Kegel 4. Grades dar, welcher die
unendlich ferne Ebene in derselben Kurve schneidet, wie die
Hessiana, ndmlich in der doppelt gelegten unendlich fernen
Geraden der .(x z)-Ebene und in der doppelt gelegten unendlich
ternen Geraden der.(x y)-Ebene.

Wir bestimmen ferner die Schnittkurve der Hessiana mit
der (xy)-Ebene des Koordinatensystems. Nach Gleichung (24)
wird deren Gleichung:

X’ —xy’ —sx' s x=0

Ste zerfallt in zwel, ndmlich in _

(a) x=0 [(y)= Achse]

(b) und x*—y’—sx Fs°=0 [Hyperbel]
Die Hesse’sche Fliche schneidet also die (x y)-Ebene in der
unendlich fernen Geraden, der (y)-Achse des Koordinatensystems
~und in einer gleichseitigen Hyperbel. Der Mittelpunkt derselben
s
2
geht daher durch die Substitution x =x’ —f—% und y =y’ tber in

hat die Koordinaten x = 5 und y ==0; die Hyperbelgleichung (b)

die Achsengleichung
3
yi—x?=1s (©)

Die Halbachse der Hyperbel ist a — % \/3, also kleiner als s aber

grosser als —;— Die reelle Hyperbelachse liegt in der Richtung
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der (y)-Achse. Die Achsenabschnitte der Hyperbel auf der (y)-
Achse sind nach Gleichung (b) y=+s. (S. Fig. 20).
In der (xz)}-Ebene des Koordinatensystems erzeugt die
Hessiana eine Schnittkurve von folgender Gleichung:
x?’-{—xzz—sxz—{-szx:(]
Diese zerfillt in =1 (d)
und x2+zzmsx+32=0 (e)
Die Gleichung (d) stellt die (z)-Achse des Koordinatensystems

NIPZ
AT\

g
Fig. 20-

dar, die Gleichung (e) dagegen einen imaginiren Kreis, dessen
Centrum auf der (x)-Achse im Abstand x :% vom Koordinaten-
ursprung liegt und dessen imaginirer Radius absolut gleich lang
ist wie die Halbachse der obigen Schnitthyperbel in der (xy)-
Ebene. Der reelle Schnitt der Hessiana mit der (x z)-Ebene be-
steht also aus zwel Geraden, der (z)-Achse des Koordinaten-
systems und der unendlich fernen Geraden.

Wenn wir auch noch die Schnittkurve der Hesse’schen
Fliche mit der (y z)-Ebene bestimmen, so finden wir die Gleichung
y=0 und z =0, je doppelt. Also sind die Koordinatenachsen
z und y Doppelgeraden der Hessiana.

Um den Schnitt der Hesse’schen Flache mit der Haupt-
schnittfliche 3. Grades zu bestimmen, eliminieren wir aus den
Gleichungen (11) und (24) die Koordinate y, und wir erhalten
so die Gleichung des auf die (x z)-Ebene projizierenden Cylinders
der Schnittlinie, namlich x =0 und z’ = — §°. Die erste dieser
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Gleichungen stellt die (y z)-Ebene dar, die andere zwei zu der
(x y)-Ebene parallele, imaginire Ebenen, welche also keine reellen
Schnittkurven liefern. Da nun die Schnittlinie der (y z)-Ebene mit
der Fliche 3. Grades aus der doppelt gelegten (z)-Achse besteht,
so finden wir, dass sich die Hessiana und die Hauptschnittfliche
in einer Doppelgeraden, der (z)-Achse des Koordinatensystems,
schneiden, und dies ist der Ort der parabolischen Punkte der
Hauptschnittfliache.
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