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H. Hadwiger

Bemerkung iiber vierdimensionale regulédre
Polytope und Quaternionen

Bilden die n komplexen Zahlen
(N Zi, Z3, ..., Zn
als Punkte in der Gauss’schen Zahlenebene die Ecken eines regulidren Viel-
ecks, dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt, so gilt die elementar verifi-
zierbare Relation 1)
) ZP 4+ 2+ ... Zn? =0

Wir betrachten nun einen vierdimensionalen regularen Korper im Quater-
nionenraum, dessen Mittelpunkt wir ebenfalls mit dem Ursprung zusam-
menfallen lassen. Die n Eckpunkte des Korpers werden dann durch n
Quaternionen

(3) q, Q2 .. qn
gebildet. Wir zeigen in dieser Note, dass

Q@ + q9®> +...+ gqn®* 1
) = —

@ * + |qel* + ... + |qn]*
ist. Diese Relation stellt in dem Sinne eine Analogie zu der
in der Gaussschen Zahlenebene geltenden Relation (2) dar, als beide Be-
ziehungen sich aus ein und derselben allgemein fiir regulire Koérper giilti-
gen Gesetzmissigkeit ergeben. Diese Folgerung kann aber nur in Riumen
hyperkomplexer Zahlen auf diese Weise dargestellt werden.
Es sei

qv = awn + iavs + javs + kavs (v =1, 2, ... n).

Aus der rechteckigen Matrix
= [laik]|
bilden wir die vierreihige bzw. die n-reihige Matrix
B = A*A == ||bik|| und C = AA* = ||cik|

1} Nach einem bekannten Satz der Axonometrie ist das Verschwinden der Quadratsumme fiir ein
beliebiges System von n komplexen Zahlen notwendig und hinreichend dafiir, dass das durch die
Zahlenvektoren gebildete n-Bein in der Ebene die Orthogonalprojektion eines n-Beins orthogonaler und
gleichlanger Vektoren des n-dim. Raumes ist. — Etwas allgemeiner kann gezeigt werden, dass die
Quadratsumme stets verschwindet, wenn das n-Bein in der GauBschen Zahlenebene die Orthogonal-
projektion eines reguliiren n-Beins des k-dim. Raumes auf die Ebene darstellt. Ein regulires n-Bein
wird durch die vom Mittelpunkt nach den n Ecken eines reguliren Kérpers fiihrenden Vektoren ge-
bildet. Die Relation (2) stellt in diesem Zusammenhang den einfachsten Spezialfall dieser Aussage
itk = 2) dar.



— LIX —

Beide Matrizen haben den Rang 4 und die ndmlichen 4 nicht verschwinden-
den Eigenwerte,?) die wir mit '

Ay Az, A3, A4
bezeichnen.

C und B sind die Gram’schen Matrizen der Zeilenvektoren bzw. der Spal-
tenvektoren der Matrix A. Bezeichnet 0ik den Zwischenwinkel des i.ten
und des k.ten Zeilenvektors, und R den Radius der dem reguliren Koérper
umschriebenen Kugel, so gilt

2% Cipk® = 1221( R* cos? Oik.
1

Wie an anderer Stelle gezeigt wurde,?) nimmt die Quadratsumme der
Kosinus der Zwischenwinkel der Eckpunktvektoren eines regularen Korpers

des k-dim. Raumes stets den Wert "F an.t) Wir erhalten so fiir die
Normalspur der Matrix C den Wert

w1\ 2 P4
>—IZCik"’= X
i k 4

Ferner ist die Spur von C
ch = nR:.
1

Nun koénnen diese beiden Invarianten in bekannter Weise durch die Eigen-
werte dargestellt werden. Es gilt

S = ER
R —

i

Y
ZJri = nR?

Verwenden wir diese Resultate in der Identitit

ZkE (i — A2x)* =8 ZMZ — Z(EM)ﬂ

i

so folgt

ZkE(M—Zk)”=O

oder
nR?

M= A3 = A3 = A4 = —

; 4
Wie frither bereits erwihnt, besitzt auch die Matrix B diese vier Eigen-
werte. Thr Grad fillt also mit der Zahl der zusammenfallenden Eigenwerte
zusammen und sie muss deshalb eine Diagonalmatrix sein. Es gilt

2) Vergl. den Beweis von E. Stiefel, Zum Satz von Pohlke, Comm. math. helv. 10 (1937/38),
S. 208—225, bes, S.212—213,

3) H. Hadwiger, Ueber ausgezeichnete Vektorsterne und regulidre Polytope, Comm. math. helv-
13 (1940/41), S. 90—107. bes. S. 101, 103.

4) Es handelt sich um den kleinsten Wert, den die Quadratsumme der Kosinus der Zwischenwinkel
von n Vektoren im k-dim, Raume iliberhaupt annehmen kann. :



— IX — '

0 (<K
bix = %
. “f (i = k).

Nun lidsst sich die Relation (4) miihelos verifizieren. Zunichst ist

| Z o — ZI (avi 4 iavs 4 javs 4- kavs)?

v
= bi1 — b2 — bss — bis + i (b1iz =+ b)) 4+ j (bi3s -} bz1) + k (b1: -} ba)
so dass sich mit Riicksicht auf das weiter oben gewonnene Resultat iiber
die Matrix B

Z qv"’ = --—n R?
) 2
ergibt. Da weiter
2 lg¥|* = nR?
v

ist, folgt

2 q'u’I
Vv

2
2 g
v

was zu beweisen war.
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