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Eine lineare Integralgleichung auf dem Gebiete der

Lebensversicherungsreclinung.

Von I)r. O. Schenker, Bern.

Die vorliegende kleine Arbeit knüpft an eine
solche im elften Heft der „Mitteilungen" an, kann
also als deren Portsetzung betrachtet werden. Es handelt
sich um die Auflösung der linearen Integralgleichung:

t a

jjF(a — x)dx+j'f(x)F(a — x) dx — 1 (1)
It t

F(a— x) ist gegebene Punktion von a — x, f(x) ist

gesuchte Punktion von x\ a kann man jeden beliebigen
Wert beilegen, t ist eine verfügbare Konstante. Wir
werfen nun die Präge auf: welche Punktionen F
gestatten eine exakte Auflösung der Gleichung (1)? Wir
haben bereits im elften Heft der „Mitteilungen1"
gesehen, dass man eine exakte Auflösung erreicht, wenn
F{a — x) eine algebraische Punktion ist. Es gibt aber
noch andere solcher Punktionen, z. B. die Funktion:

Fix) a Ex -f- b • E2x,

wo a, b und E verfügbare Konstanten sind. Wir
wollen diese Funktion gleichzeitig dazu benützen, um
die Überlebenswahrscheinlichkeiten eines Ehepaars,
sagen wir vom Alter 31 /26, näherungsweise
darzustellen. Wir setzen zu diesem Endo:
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oJ».x- 0J>M aE°+bE° E(0)

=^'(30)

„P*- wPt8 aE»+bl!1'0=Fm,
odor

1 <x -|- b

0,65 953 u Em -)- b Ew

0,19 638 aE60+ b E120,

wenn für F Zahlenwerte gesetzt werden.

Setzt man abkürzend E't0 E, so resultieren
die Gleichungen:

V0 =- I a

yx 0,65 953 -—a E b - E2

y2 0,19 638 a E2-f b • EJ;

Rechnet man aus den beiden ersten Gleichungen
a und b aus und substituiert die erhaltenen Werte in
der dritten, so bekommen wir die Gleichung:

1 V „|2/o V ' 1 y0
2/a, ® E

I Vy E i + E | E ^ j'
oder

1 1

y* i1E
oder

y2 (E — 1) E (y0 E2 - yx) + E3 (yx - y0 E),
oder

y0 e4 - (y0 + yj e3 4- (y, + ys) e - y2 o;

Diese Gleichung ist für E 1 erfüllt; das

Gleichungspolynom linker Hand ist daher ohne Rest durch
E — 1 teilbar. In der Tat ist:

2/fl E (y0 -f- yx) E2 -|- (yl + ys) E — y2\ E — 1

— 2/0 Es — yx E2 — yx E + y./x

E
2/o

1 1
2/o

2/i E + E3 E2!y
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E wird darum aus der Gleichung bestimmt:

E9 — 0,65 953 E4 — 0,65 953 E + 0,19 638 0

Wir wollen bloss denjenigen Wert you E festhalten,
welcher zwischen 0 und 1 liegt. Die Auwendung des

Sturmschen Satzes bestätigt das Vorhandensein einer
solchen Wurzel, welche sich nach der Kewtonsclien
(yon Fourier verbesserten) Käherungsmethodo berechnet

zu E 0,257 3529; die entsprechenden Werte von
a und b sind a — 3,104 282 ; b — — 2,104 282 ferner

1

hat E Esö den Wert 0,955 7647; darum ist nun

h\x) 3,104 282 • 0,955 7647®- 2,104 282 • 0,955 76472®;

Da F (x) von der Form a Ex -)- b Eix ist, so lautet
nunmehr die Gleichung (1):

t a

J\a Ea~x + b E*{a~x)] dx+Jf{x) [aE"~x +

+ bEi{a~x)]dx=l (1»);

Durch Differenzieren nach « erhält man hieraus
die Gleichungen:

t

log eJ[o, Ea"x + 2 b E%{a~x)] dx + /'(a) (a + b) +
0

a

+ log Ejfix) [a Ea-V + 2 b Ei{a~x)] dx 0 (lb)

t

t

(logEfJ[aE"~x + 4 bE2i"-x)] dx + f'{a) (a + b) +
0

a

+ log E- f{a) (£t + 2 5) + (log EfJf(x) [aE"~x +
t

+ 4bE2(a-x)] dx 0-, (1°)
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Aus diesen drei Gleichungen, nämlich:

i a

I [aE" x + l)E-(a~x)] dx + jf(x) [a En~x + b

iT t

E*a~x)] dx= 1

£

J[aEa~x + 2 bE2(a~x)] dx +
0

a

[a Ea~* + 2 b E^-x)] dx + f{a] {atb)- 0
L 1

log A

t «

f\aEn~x+ 4 bE2{a~x)} dx+Jf(x) [aE"~x +
0 t

-f 4 b E2{a~x>] dx + fl«)(« + 2j) 0
(log E) log A

können wir eine gewöhnliche Differentialgleichung
zur Bestimmung von f{a) herleiten, indem wir die

erste Gleichung mit 1 und die beiden andern mit den

verfügbaren Konstanten k bzw. k multiplizieren und
die so erhaltenen Gleichungen addieren; man erhält
so die Gleichung:

t

J[a (1 + \+ K) E*~x +h 0- + 2K + 4A»)E%" "K)-ldx +
0

1 7. /'(«) («+&) /'(«)(« + 2 b)
"f/ti lögE + V~lo^Ä + V

r(a)(q+6)_1-
(logjEJ)"' '
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Setzt man 1 -)- kx -f- k2 0 und 1-f-2/^-f-4&2 0,

__
1

2 "TT

3 1
also k — und k — —, so verbleibt die

Differentialgleichung :

i • /''(«)+ K (a + 2 6 - 3 a - 3 6) •

^ (log FT) 2 • logÄ
• /'(«) 1,

oder

U (2)

Durch Differentiation nach a erhält man hieraus
weitere Gleichung:

(« + &) f"{a) — log E (2 a+b) f'{a): 0; (2a)

f{a) hat somit die Form: f{u) C, -(- C., eA", wo
C C2 und A zu bestimmende Konstanten sind. A
bekommt man durch Substitution von f(a) - - C -f- C, •

• eÄ" in die Gleichung (2a); man erhält:

(« + &)• A2 eAa — log JF (2 a -j- fr) • A eA" 0,
oder

A | (a -f- fr) A — logK(2a + 6)1 • eAa 0;

Diese Gleichung ist bloss erfüllt, wenn

A .4=0 oder A --- - A —
^a 7^ • log E]1 2 a -f- fr

die partikulären Integrale der Gleichung (2ft) sind also

von der Form f{a) C1 und
2a4-b

f(a)=Cs el^-loeE-a-,
das vollständige Integral von (2a) lautet demnach:

j-,

m==Cl+C2 eF+5-'10^-"; (3)
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C wird ermittelt, indem man dienen Wert von /'(«)
in der Gleichung (2) substituiert:

1 a-\-b n 2a-\-b
— — (7 i

log E ea+6
2 (logü)2 ^ a+ b

log" Ü? • a

2 log Ii

also:

(2 a + b) (Cj -f C2 • eh+6 'losJ?'") 1

2 log E
_

1 2a + 6' O

Substituiert man die Werte von /'(«) und Cl ge-.
mäss den Gleichungen (3), bzw. (4) in der Gleichung
(la), so erhält man :

j[aE°-x + bE2la~x)] dx + - 21ogE
2 a -j- b +

2a-\-b

-f C E 0+6 [ctEa~~x + bE2(a~x)] dx 1,

odor

t

f [aEa~~x-\- bE^°-x)\ dx —
' X^E fEa~x dx —

J 2 a -f b J
0 t

a a

_
2b • iog^ r-gtia-x)dx_^a. c f£«+4Ä •*.(?»+
2a+ 6 J ^ 7

+ 6 • G2 / .£2k~ü+6 '35
• da 1,
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odor

log;#

t
\

:e°
0

h
'

Jp2(a X)

2 log # |

i 2JL Fa~x -1
&

^ 2 a + 1) I "r 2 a + b

(«. 4- • o

log E

odor

{aJrl) ' C*

log E
E2"~^+b " 1,

O / ^ nn\ ^ f) E^a ] |—

log# 2 log E

+
2 a (l — #"~4) 4- 5—Vs [l — E2{a~t] I +2 a -f- b 2 a -f- b

(& —|— b) C, r 2a4"& I ft "I

4- —7—-j,-— [JE^W' ° - #"+^'4]
log h

(a 4-I) C2r 2a+&
_ h

log#
r 2d-\-u b ~\

[E^-" — E2a-^+b't\ 1,

oder

# -a a
' ~T~

2 « (a 4- b) C

.log E E4 log.# (2 a 4-b)E* log #

— b b
Ea+'b' + #2

2 log# • En 2log#

{a-\-V) • C2 Ea+b '

(2a4-6)#^ log# E(
0;
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Da diese Gleichung für jeden Wort von u
bestehen muss, so müssen die Koeffizienten von E" und
E~" einzeln Kuli sein, also:

— a a 2 a (a + &)
i i i

log E E* logE (2a-\-b)Et log E

Eä+b • 1 0 (5)

b b b (aJrb)C2^~ 2 log7JE E" 2lög E~
(2 a + b]Wl "TöglT"

Ea+i =0 (6);
E*

Multipliziert man Gleichung (6) mit Ef und
addiert das Produkt zur Gleichung (5), so bekommt
man :

_
2a-\- b .Za + b-E* 1

~21og E E* 2 log ül E'~

oder

bE* + 2a E1 — (2a-f 6 + 2 log E) 0

somit

„t —o> ± ]/«2 + b (2a + b -f- 2 logi?)
jbj ;

j/(a + 5)ä-f- 26 log-S.
— 6

Diese Gleichung dient zur Bestimmung von 1.
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Zur Bestimmung von (7, multiplizieren wir die
Gleichung (5) mit b, (6) mit —2 a El und addieren
die Produkte, so resultiert die Gleichung:

a b — a b E* •
'1

"togE 2 "loglT"(&+ 2a) + h) ^ °'

woraus

C2 ab (1 —E') ; (a+ b) (2 a + b) EaPpb'
4

(8)

Zur Kontrolle kann man C2 aus (5) berechnen;
man bekommt:

n — a (2a -}- b) -f- a (2 a -f- b) El — 2 a log E
2 — "

a ' 5

E (2 a b) (a b) Eä+b'

Diese beiden Werte von C2 müssen einander gleich
sein; in der Tat ergibt die Gleichsetzung:

a b (1 — E*) E* — a (2a + b) + a (2a + b) Ef —
— 2 a • log E, oder

ö En + 2a Ef — (2a + b + 2log®) 0 und

rpt __
— « + ]/(« -f- Vf + 2 b log E,L _

wie es auch nach Gleichung (7) sein soll.

Zur Überprüfung der Rechnung lohnt es sich, ü2

mittelst Gleichung (lb) zu berechnen, indem man hier

f(a) und Cj gemäss den Gleichungen (3) und (4)
substituiert ; in der Tat erhält man:



42

t

0 ßa E°~x 4- 2 b E2{"~x)] dx +
0

/ f^l0gf + C, • E%$ x1 [a Ea~x+2bE2("~x>\
J L 2 a -f o 2 J

a + b (— 2 log E «\!"+iphnr+o+6."B"+i )•

oder

0 - E"J +

a a

4- a Ea+^b' x 4 C2J2 b E2a~^+b-x dx 4-

t t

a+b(-2hgE *>£ 4+ 1VgEV^+J +GEE^ J,

odor

0 - loP^"" - *"> - 14E|£,<""- E"J +

fa 4_ | a(2a+&) a ^+ C>i4r|i^-E lTT5 I-
2^(fl + '')r «(2a+6)

a ^
lögT? - "+6 ~~ a+ft J +

a 4" ^ / 2 log E p^#'4+ top4 2a + 6 + <V^+6 j
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oder nach ßeduktion:

— Ea) — r bv [E2{a~t} — E2a] — jrJ--t
log EK log JE 2 a^\-b

p«—t ^ ^ /?2("—b G ® "I- ^ J7aI —T~j, ' t I
• £- — j—r Ü S • n =- A a+6 4-

2a -f-o log 75

odor

A"

I o r< a 4~ ^ -c2« ty '+ 2C*T^EE a+i

— a a 2 a (ft + &) C2 n—-t1

AV+& f

log A • El logA {2a^rl)Et logE

+E1
b b 2 b 2 {a+b)C2 Ea+b

,• ,• - o,+
logA-A2t l°g7? (2a+b)Eu log A A

+

:0;

Indem man die Koeffizienten yon E" und E2"
Null setzt, erhält man wiederum die Gleichungen (5)
und (6). Aber auch Gleichung (le) muss die Gleichungen
(5) und (6) ergeben; in der Tat, führt man in ihr die

Werte yon f(a) und C entsprechend den Gleichungen
(3) und (4) ein, so werden wir auf die Gleichung
geführt:

0 (Ea^ — Ea) — fE2(a~x) — E2"] +logA 7 logA1 J '

i
^ a lyia—t. 4&

- 2Y+jO-«"-) +-E"-"l +

+ C'\'+J>W^-K^-logA L

4C'(" + 41U"S_£-Ä] Cl(2o + '')

logE 1 ' ' log-E
4
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jEaT+b +
2a+&

2 C9E ~ä+b
2

2a -\-b log E
oder

0, a (E^ — E")
2b

log E

(a-(- 2b)— 0,

\E2ia~~t] —E2f<]

2 a
2 a -\- b

Ea

\ogE~

4 b r,2{a—t) ü2 (a + V)

la-\-b
E'

log E

b - ta-t 4 • C (a -|- b)
Ea+^+b-{ 2V

— • E^a+b,
odor

0 Ea

logE

a a 2 a

logE E* ]oSE (2a + b)Et

(a + V^C,
log jE

Ea+b ' '

2b

4-2 E'2
log E E

2 {a 4- b) C2 EWb

+

log^ {2a-\-b)En logjB E*

Diese Gleichung kann unabhängig von « bloss

bestehen, wenn die Koeffizienten von E" und E2"
einzeln Kuli sind, d. h. wenn die Gleichungen (5) und

(6) bestehen.
Die gesuchte Funktion f(x) hat also nun die

Gestalt:
2 log E

fix): 2<* + il
(o + i)(2o +S)£if>"

wo t mittelst der Gleichung:

ptl ~a±)/(a + bf + 2b]ogE
b

bestimmt wird.
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Für unser zahlenmässiges Beispiel ist:

a --- 3,104 282 ; 5 —2,104 282

E 0,955 7647; logü0,019 6490
2a+b

C1 — 0,009 575 ; E^+b 0,830 5294

Etl - - 0,980 742; 0,429 803

Eh -1,969 701; <2 — 14,982 951;

Zu t1 gehört: C2 — — 0,032 5578;

Zu t2 gehört: C., - 0,188 1765;

Je nachdem man also t oder t2 wählt, bekommt

man für f{x) die beiden Werte:
für t1: /'(») 0,009 575 — 0,032 5578 (0,830 5294)®

für t2: f\x) 0,009 575 -f 0,188 1765 • (0,830 5294)®

f{x) nähert sich daher mit wachsendem x asymptotisch
dem Werte 0,009 575.
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