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Sur les tables de mortalite qui conduisent aux

meines reserves mathematiques.

Par S. Dumas.

Remarques preliminaires.
Dans le present travail, nous admettons qu'on

adopte, pour les reserves mathematiques, les meines bases

techniques que pour les primes.
Nous calculons les reserves mathematiques par la

methode des primes pures; la methode des primes com-
merciales ne modifierait pas essentiellement nos re-
sultats.

Nous adoptons les notations internationales. Lors-

que c'est necessairo, nous indiquons par un indico
superieur la table de mortalite qui est ä la base du calcul.
Ainsi P1 et P11 representent des primes calculees, la

premiere sur la table de mortalite n° I, la seconde sur la

table n° II.
Nous conservons toujours le memo taux d'interet.

Lorsque nous no disons pas expressement le con-

traire, nous raisonnons sur uno assurance pour la vie

entiero; on passe ii l'assurance mixte en supposant que

ct> —(— 1 x n

to etant lo dernier age represente dans la table de mortalite,

x Tage l'entree et n la duree de l'assurance mixte.
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Nous infcrocluisons une constante k positive ou negative.

Nous la supposons petite; sinon, nos theorämes
devraient etre completes. Pour notre but, il n'est pas
necessaire d'envisager ces cas plus compliques. Nous
voulons fixer 1'influence de la mortalite sur les reserves
mathematiques. Lorsque k est petit, nous avons une
indication süffisante et lorsqu'il est grand, nous nous
eloignons trop de la realite.

Deux tables de mortalite donnees par l'experienco
ne satisfont jamais en toute rigueur aux conditions que
nous allons poser; il n'en faut pas conclure que notre
etude n'a qu'un interet theorique. Pour preuve du
contraire, citons le memoire dans lequel M. Schaertlin x)

partant de la table HM et donnant a la constante que
nous designons par k la valeur 0,12740, arrive a une table

kypothetique tres voisine de celle de Duvillard. De

son c6te, le Bureau federal des assurances 2) s'est occupe
de la question; il a construit des tables hypothetiques qui,
dans l'intervalle qu'il considere, se rapprochent beaucoup
de la table de Durrer pour la population Suisse (SM
1881/88) ou de la table AF.

Les theoremes du Text-Book.
Nous exposons dans ce paragraphe les resultats

auxquels aboutit le Text-Book de l'Institut des Ac-
tuaires de Londres 3) dans son etude consacree aux

b Sohaertlm: Über die Reserverechnung mit Bruttoprämien
(Assekuranz-Jahrbuch, herausgegeben von A. Ehrenzweig, 11.

Jahrgang, II. Teil, S, 14). Vienne 1890.

2) Rapport du Bureau f6d6ral des assurances sur les entre-
prises privies en matiöre d'assurances en Suisse; annöes 1906,
1907 et 1908. Berne, en commission chez A. Francke, 1908, 1909

et 1910.

8) King (traduit par B^gault), Text-Book de l'Institut des

Actuaires de Londres. Deuxiöme partie, operations viagöres.
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tables de mortality conduisant aux memos reserves ma-

thematiques. Nous rappelons que la somme assuree est

sensfe payable a la fin do l'annee de deces.

TMor&me I, La condition necessaire et süffisante

four que deux tables de 7nortalite conduisent aux memes

reserves mathematiques pour les assurances vie entiere est

que les rentes calculees avec ces tables satisfassent ä la

relation

(1) —ü~
1 + k,

a*

k dtant une constante independante de I'dge.

En effet, si cette proposition est satisfaite, nous

avons:
i n ii

yl 1 x]n « (' \ ki&j.yn aj-fn T/-II
" ~ (X/X+« aT~"x

D'autro part, do

r&ulto

ou bien

V1 V11
n x 7i x

a1 a"
x l-n

„ I —ff "

a, a„

al a1
\r-|-n

Chapitre XVIII. Bruxelles, Bruylant-Christophe & Cie.; Paris,
Gauthier-Villars; Paris, Warmer; Londres, Layton 1894.

Spurgeon, Life contingencies. Published by the autority
and on behalf of the Institut of Actuaries by Layton. London 19'22.

Chapitre VII.
4
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ce qui montre que le quotient des valeurs actuelles des

rentes viageres est independant de l'äge.

La relation (1) peut s'ecrire

a* it n Ii -t i ii a*-fi
TLJTF =1 + "P* a-M =1 + Tzfk '

d'oü

TT CK—^
(2) vp1*

Si nous tenons corapte de

%
(3) —• V'Px,

(2) devient:

ou

(4)

aa:+l

II ax ^
I

VP* —r- ' vpx

L'egalite (B) nous perraot de mettre cotto relation
sous la forme

ii i k
(5,

ou

II I I
k

(6) % % + —i— J)

v^+x

l) Dans cette formale, une faute d'impression fait 6crire t\

M. Spurgeon a* au lieu de
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Gräco ä ces transformations, lo theoreme II peut
s'enoncer:

ThSor&me II. La condition necessaire et süffisante

four que deux tables de mortality conduisent aux metnes

reserves mathdmaliques four les assurances four la vie

enliire est que les frobabilites de vie satisfassent « la

relation (4).
En effet, lorsque (1) est satisfait, (4) 1'ost aussi,

comme le montre not re calcul. Si (4) est satisfait, un
calcul inverse montre que (1) 1'ost aussi. Les relations
(1) et (4) sont äquivalentes; il en est de meine des theo-

rernes I et II.

Insufflsance de la theorie.
Les theoremes que nous venous d'enoncer d'apres

le Text-Book no resolvent pas la question. 11 est
impossible que la condition (1) soit toujours satisfaite. A
la fin de la table, nous avons en effet:

La relation (1) no peut etre toujours satisfaite que si

k o

c est-fi-diro si les deux tables do mortality sont iden-
tiquos.

Nous arrivons d'uno autre maniere encore au memo
ibsultat. Considerons la reserve mathematique avant le
paiement do la dorniere prime, c'est-a-dirc a l'ago a>

Lour que les deux tables donnent la meine reserve
mathematique, il faut que
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P: P,,n
X X

ou encore
n

a,X X

Modifications necessaires.

Theoreme III. Lorsque deux des relations

-TT (l+/<)
a

(8) %L (l+/c)
a.,,lx+l

sont satisfaites, la troisieme Vest aussi.

Lorsque les deux premieres relations sont
satisfaites, la troisieme l'est aussi comme nous venons de le

demontrer en passant de (1) Ii (4). Lorsque deux autres
des trois relations sont satisfaites, on etablit la troisieme

par un calcul semblable.
Co theoreme nous donne le moyen de construire

une table de mortalite conduisant aux meines reserves

mathematiques qu'une table donnee, sauf pour les

ages tres avances. Etant donne un nombre 7c, nous de-

terminons pa par la condition:
1 fti—1 A

(9)

ou bien



ou encoro

(10) PL,-(i+i) *
1 + k ' "

Pour les ages inferieurs ä <»—1, nous calculons

f1* au moyen de la formula (4). Le theoreme III nous

garantit que la condition (1) sera satisfaite et nous aurons

pour les deux tables les memos reserves mathematiquos.
Nous pouvons done enoncor le theoreme suivant:

Th&orhme IV. Etant donnee une table de mortality I,
nous en construisons une seconde far les conditions:

cette table nous donne four une assurance four la vie
entiere les monies reserves mathdmatiques que la table

initiale; toutefois, la derniitre rdserve mathemalique fait
exceftion.

Nous pouvons donner a k une valour quelconque,
positive ou negative, pourvu que et flJ, qui
sont dos probability, soient toujours compris outre
0 et 1.

^ Pco—i n'avait pas do sens, nous operorions de la
memo mani&ro que ci-dessus, mais on partant d'un age
o) t convenablemont choisi. Los deux tables condui-
raient alors pour les t dernieres anneos a des reserves
mathematiquos differentos.

La modification que nous apportons au theoreme du
Text-Book n'ost pas tres importante; lorsque k est petit,
notre procMe ne differe que pour la derniere annee de

pLi — +») k

1 + /c

(11)
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celui que nous critiquons. Les considerations du Text-
Book subsistent presque completeinont.

Evaluation de l'erreur commise.
Pour evaluer l'erreur commise par le Text-Book,

partons de la formule de recurrence

(12) (» Vx + Px) ('1 + 1x+n + Px+n n+1 Vx

Si les tables de mortalite I et II donnent les memes
reserves mathematiques, nous avons

v — V1 Pu
(13) vp" » - -

i p"'1
»1+1 r

X

Nous supposons P" assez voisin do Plx pour que
la formule (13) donne toujours une valour de comprise

entre 0 et 1; comme il resultera de la suite, cette
condition est la meme que cello que nous venous de poser

pour la constante k. Toutefois, cette condition ne peut
etro remplie £i la fin de la table que si les primes P1 et
Pn sont identiques; en effet, pour

n co — x
le second membre do (12) est egal a l'unite; ä une valeur
de m-xVx ne correspond qu'une valeur de Px.

Posons

P? Pla + A,
nous avons

v-X~rlx A
VPx+n*+" 1 V1 1 V11 n+I x

1 n+lVx
ou bien

(14) plx\n=pl^--p—.A
V a*+n-)-l



— 35 —

Si l'on fait

A — /'i

l'egalite (14) est identique a l'egalite (5), sauf qu'elle est

ecrito pour Finilico x + n au lieu do l'indico x.
Getto remarque nous pennet do raisonner conune il

suit. Etant donnee une table I, nous definissons uno

prime J'" par l'egalite

vn i)' i
^

(lo) Fx —1
x + ~r

et nous construisons une table II au moyen de la relation

(4). Bases sur cette seconde table et sur la formule
do recurrence (12), nous calculons succossivement les

reserves inathematiques d'une assurance dont la prime
est PlJ et la sommo assuree en cas de deces egale a l'unite.
Nous trouvons constamment les memos reserves mathe-
matiques que pour une assurance pour la vie entiere,
basees sur la table I. Nous no sommos arretes qu'a la
fin de la table; en effet, do

(16)

r6sulto

q =1L(0

p„ - 0

C-a K + ^x) 11 + j) 1

(17) + ^ + (i + i) i + 4-a + i)
^ ax / ax

A la fin de la dernibro annee, l'assureur peut payer
k

la sommo de 1 -1——j- (1 -f-i) aux ayants droit des assures

vivants au debut de l'annee et terminer l'operation sans
benefice ni perte. Nous pouvons done dire:
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Thdorime V. Soit une table de mortality I et une
constante k. Nous definissons une table II -par les dgalilds

fr)\ X '
p" 0;

la prime

Pu P1 + rX X ' I
%

est, sur la base de la table II, la prime d'une assurance

pour la vie entiere, la somme assuree etant dgale a I'unitd,
sauf pour les deces se produisant dans le cours de la
derniere annee; la somme assuree est alors dgale ä

1 + 4-(1+i)
az

Les reserves mathematiques de Vassurance ainsi
definie sont constammenl dgalcs aux reserves mathdmatiques
d'une assurance ordinaire pour la vie entiere, calculdes

sur la table I.
k

Le Text-Book neglige la sommo — (1 + i) payable
aX

en plus de l'unite pour les cleces qui se produisent pendant
la derniere annäe. Lorsqu'il s'agit d'assurances pour la
vie entiere, il faut calculer avec une grande precision

pour remarquer cette erreur. En revanche, pour les

mixtes, elle est sensible lorsque Tage k l'echeance n'est

pas tres eleve on que k n'est pas tres petit.
Notre raisonnernent suppose que I'age co est le

meme pour les deux tables et que k est assez petit pour
que p" ait toujours un sens. Nous pourrions completer
le theoreme V en envisageant les cas oh ces conditions
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no seraienfc pas remplies. Nous jugoons inutile d'cntror
dans tant do details qui alourdiraient nos enonces sans

introduiro do principes nouveaux.

La somme assuree est payable au milieu
de l'annee.

Jusqu'ici, nous avons suppose quo la soimne assuree

etait payable en fin d'anneo; si nous adrnottons qu'ollo
est payable au milieu do l'anneo oil so produit lo deces,

la relation do recurrence devient:

7 -)-Pl v'J —I— vt) _L, V —V« a: I x) 1 *n+1 x
^ ^

J. 1 / J .r \V*—V* px+n n+itJ
d'oü

(19) vi— V —P 1 — (1 4- i)i V 4-P \
„ n x x I ' \n x I x)
I x+n 1 —' 1

v2 — v V 1 — v 2 Vnil x »-f 1 x

Etant donneo uno table I, posons

Pn P1 4- AX X * *

et düfinissons une table 11 par la relation (19) dans la-
quelle nous donnons aux reserves mathematiques la
valeur V1 et t\ la prime, la valeur PlJ; autrement dit,
nous definissons la seconde table par la relation:

__ 4 (1 + »)"* ' A
"x+n ~ Px+n ~~

i-^n+X
Si nous supposons que l'age o> est le meine dans les

deux tables, nous rencontrons la memo difficulty que
tout i\ l'heure. Nous no pouvons avoir
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p1 j)u — 0 '

(»> -* 0)

que si A est nul.

Si, ä l'äge cu, nous disposons d'une reserve mathe-

matique egale a (0_aF^. et d'une prime P", nous pou-
vons payer aux ayants droit des derniers decodes la

somme de 1 + (1 + iy* A- Le theoröme V reste vrai
avec une petite modification.

Pour les assurances mixtes, la question est un peu
differente. Puisque la somme assuree en cas de deces

est payable en moyenne au milieu de l'annee, tandis que
la somme assuree en cas de vie est payable en fin d'an-

nee, la mortalite en cours de la derniere annee influe sur
la valeur actuelle des prestations do I'assureur. Nous

pouvons enoncer le theoreme suivant:

Theoreme VI. Considerons une assurance mixte
d'une duree de m annies. Etant donnfas une table de

mortality I et une constante A, nous definissons une table

II par les conditions:

ii i (i 4"?)' A
(20) Tx+n A-fn _L J

V 2
n+1 x: in |

Si la constante A est assez petite pour que

conserve un sens lorsque

l n — m

I V1 _ 1
m

nous ciurons

Pn — Pl -J_ A
x\ m| x:7/i| *

et quel que soit n

Vu - V1
it x:m\ n x: m \
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e' n^x-m\ ^Vr^sen^an^ ^ 'rt Vr^me e' ^CS r^'

serves mathematiques d'une assurance mixte dont le capital
est toujours dgal ä l'unitd.

La methode continue.

Si nous employons la methode continue, nous avons

_ a 1

y ^
: "l ~"l

n x:m\
a;: m\

avec

1 (%m /%m J/ I
a -i

-J— f /'+' I dt f —^ dt
":Sf v i / *+< / K

Pour quo les deux tables I et II conduisent aux
memos reserves mathematiques, il faut que

-i i
f*x fn : m - /if j | /.

Tn ^TT ~l~

^x:m\ (^x-\-n : m -?t|

ou bien

u
t A t ill I

*»+"+« _(1 + /t.) .* Y"+« I (ft o
^x+n ^x\-n I

Cette integrale ne pout etre identiquemont nulle
que si nous avons pour toutes les valours de t

ll 1 11

/oo _x±" ' xq-M-t <

fl ~ (i"+"A)''"J.+«
V ' lx+n+«

done en particular:
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/i l1
x-\-n 1 x-f-H-f-1

FT- (1 + Ä) FTF
£-(->! «+B+1

I1 1 11

x+n 1 x+ii+2
F ~~

(1 4- k) 1m
'x+n V ' ' x+»+2

z1 z1
"s+»-(-l x+n+2
z" ~~ z"
x+n t 1. x+h (-2

Les conditions 22 ot 28 ne sont compatibles que lors-

que k est nul, c'est-a-dire, lorsque les deux tables de

mortalite sont identiques.

Theorbrne VII. Lorsqu'on emploie la mbthode

continue, it est impossible de trouver deux tables de mortality
conduisant aux merries reserves mathematiques pour des

assurances mixtes ou vie enti&re.

II est facile do voir qu'il n'est pas possible d'enoncer
ici un theoreme semblable au n° Y. Admettons que
lx_^n soit une fonction analytique de n, ce qui est line
hypothese tres large. La reserve math6matique que nous
obtenons par integration de 1;®+" lx_^n puis par division
est egalement uno fonction analytique de n. La theorie
des fonctions nous enseigne que, lorsque deux fonctions

analytiques sont identiques dans un intervalle meine

tres petit, elles lo sont partout. Les reserves et
II

nVx:1^ etant identiques lorsque n est compris entre
0 et w, elles le seront aussi a l'extremite m de l'intervalle.
Nous ne pouvons done pas modifier la somme payable
en cas de vie de maniere que les reserves mathematiques
soient partout les memos.

d'oü

(23)
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