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Bemerkung zum Problem des Ruins
beim Spiele').
Von H. ffadiw'ger, Bern.

Das Anfangsvermögen eines Spielers sei a. Bei jedem Spiele hat
er mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen Gewinn a oder einen Verlust ß

zu erwarten (a^/1).
Ein altbekanntes Ruinproblem besteht darin, die Wahrscheinlich-

keit (a) zu ermitteln, dass der Spieler w Spiele hintereinander, ohne

ruiniert zu werden, spielen kann. Der Spieler ist ruiniert, wenn sein

Vermögen 0 erreicht oder unterschreitet. Derartige Probleme hat
bereits Laplace (Théorie analytique des probabilités, Paris 1820,
S. 228—242) aufgestellt und gelöst.

In dieser Note soll gezeigt werden, wie eine asymptotische Funk-
tion für p„(a) als Lösung einer Randwertaufgabe gewonnen werden
kann. Das Verhalten von p„(a) für grosse n kann dann mühelos ab-

gelesen werden.

Wir gehen aus von der rekursiven Beziehung

deren Gültigkeit direkt aus der Definition von p„(aj) folgt. Wenn wir
die Geldeinheit mit e, die Dauer eines Spieles mit r bezeichnen, so

kann mit Hilfe einer Funktion von zwei Veränderlichen geschrieben
werden

(1)

0, ic < 0

(2) P«+i (®) < P„ (s + «) + a; > 0,

l 2

(3) Pn(®) P P (^> 0 <).

i) Die Anregung zu dieser Studie verdanke ich Herrn H. H Wer in Bern.
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Die Rekursion (2) lesen wir jetzt

(4) p(ïe,»r + r) jpfl> + a]e, rer) + p([x—jg] e,nr)|,

wo e und r als sehr klein angenommen werden. Wenn wir den Aus-
druck rechts nach der Formel von Taylor entwickeln und die 3. und
höheren Potenzen von e vernachlässigen, so erreichen wir

(5) p (u, r) p (m, 0 + ^ —g—J « j—
d^p

dtt»'

oder

(6)
PCM + T) —PK0 _ /+ _f_ dp ^ ^a* + |8^ g2 j,2p

Wird

T •) // V 4 / T ÖW

' a—d\ e /a^ +
(7)

und für die linke Seite in (6) der partielle Differentialquotient gesetzt,
so gewinnen wir die partielle Differentialgleichung

dp dp ^ 3*p
(8) —— M — h R —•ö< dît dir

Mit Rücksicht auf die Bedeutung von p (w, <) müssen noch die Rand-

hedingungen erfüllt sein:

(9) p (m, 0) 1, m > 0

p (0, 0=0, t > 0.

Die Lösung dieser Randwertaufgabe lautet

/»oo /»CO

P(M,0 —— I / — e~~F /
V TT

A/4-M A£—

T/IBT ]/4Bf
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Führen wir noch die Gaußsche Transzendente

(11)
1 /*

<£(*) -=-
v» 7

ein, so kann für die Lösung geschrieben werden

(12) p (w, f)
—}— %

]/4Ä
_ AM f

e "B~0
y4 b*

Wenn wir für w, £, ^4, B wieder die ursprünglichen Werte einsetzen, er-

gibt sich

o\ / \ ^ f w (a—/?) + z _ 2s («—/?) w (a—ß) — a;
(13) p„(x) ~ <5 —-7======-[—e a>+/c

]/2»(a*+/F) ]/2n (<x*+/?a) J
'

Das asymptotische Verhalten von p„(a:) für grosse n ist nach (13) in
den drei Fällen

1. Fall a > /?

2. Fall a jö

3. Fall a < /9

völlig verschieden, und zwar gilt

2x(«—•/?)
1. Fall lim p„(a:) 1—C «'+,8' ;

n—oo

2. Fall lim ]/wp„(a;)
W-> <* ~|/ TT

-, /— («—0
3. Fall lim ~|/»® é?2(a>-hs*) " P„(®) 7 777!/—-—C a°+/S® •

c

X "J /2 (a*+/?*) s(«~

{a—v yr

Zur Verifikation der Grenzwertrelation im 3. Fall kann die asymp-
totische Formel
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0 (m) — («)> 1)
2 y?r it

angewendet werden *).

Eine nicht verschwindende Wahrscheinlichkeit, beliebig lange ohne

Ruin zu spielen, gibt es nur, wenn der Erwartungswert pro Spiel
positiv ist. In den anderen Fällen strebt die genannte Wahrscheinlich-
keit mit der Zahl n der Spiele gegen 0, und zwar wie die reziproke
Quadratwurzel, wenn der Erwartungswert 0 ist, und sogar exponentiell,
wenn er negativ ist.

i) Vgl. etwa : 7i. u. Mises, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwen-
düngen. Fr. Deuticke, Leipzig und Wien, 1931, S. 45.
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