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Uber einige Variationsprobleme der
Versicherungsmathematik.
Von Henryk Schérf, z. Zt. in Ziirich.

Einleitung.

In den letzten Zeiten durchgefithrte Untersuchungen haben ein
iiberraschendes Licht auf die scheinbar so verwickelte Abhingigkeit
der Deckungskapitalien und Prdmien einer Einzelversicherung von
deren Rechnungsgrundlagen geworfen. Bemerkenswert allgemeine
Hrgebnisse konnten dabei auf dem Wege iiber Funktionalgleichungen
des Deckungskapitals *) und iiber die Cantellische Theorie der Kapital-
ansammlung ?) erzielt werden.

Die verhiltnismissig einfache Form der gewonnenen Relationen
steht in einem so grossen Kontrast zur Kompliziertheit der unter-
suchten Grossen, dass man hinter den sich offenbarenden Gesetz-
miissigkeiten einen einfachen und nur durch die Struktur des Gegen-
standes verschleierten Sachverhalt ahnen konnte. Dieser Sachverhalt
wird jedoch bei Verwendung der bisherigen Untersuchungsmethoden
nicht ersichtlich.

In der vorliegenden Abhandlung soll nun eine neue Methode ent-
wickelt werden, die vollstindige Klarheit iiber die bestehenden Ver-
hiiltnisse schafft und den gleichzeitig allgemeinsten und einfachsten
Weg zur Behandlung der einschligigen Probleme weisen diirfte.

Diese Methode stiitzt sich auf die Erkenntnis, dass die erwihnten
Relationen keineswegs fiir Deckungskapitalien von Kinzelversiche-
rungen charakteristisch sind, sondern formelle HKigenschaften ge-
wisser Summen- bzw. Integraldarstellungen ausdriicken, die fiir jede
(endliche oder unendliche) Zahlenfolge bzw. jede Funktion mit be-
schrinkter Variation Geltung besitzen. Die Erforschung dieser Eigen-
schaften (Kap.I) ermdglicht nicht nur eine weitgehende Verall-
gemeinerung der oberwihnten Hrgebnisse, sondern auch deren Iir-

1) Vgl. A. Berger: «Mathematik der Lebensversicherung», Wien, 1939.
%) Hiebei sind an erster Stelle die Arbeiten von M. Jacob zu nennen.
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streckung auf die hier «Sammelversicherung» genannte Versicherung
ganzer Kollektive (insbesondere auf die Sozialversicherung mit
Primiendeckungsverfahren sowie die Gruppenversicherung gegen
technische Durchschnittsprimie) im Rahmen einer einheitlichen
Theorie und schliesslich die Entdeckung bisher unbekannter Gresetz-
missigkeiten (Kap. IT und IIT).

Der Anwendungshereich der vorliegenden Arbeit umfasst neben
Klarstellung der Grundprinzipien der vorgenannten anderen Unter-
suchungsmethoden verschiedene Probleme, die den Einfluss einer
Variation der die Primien und Riicklagen bestimmenden Grund-
grossen betreffen und deshalb als «Variationsprobleme» bezeichnet
wurden; dabei wurden in erster Linie soleche Fragestellungen beriick-
sichtigt, die in dieser Zeitschrift ausfithrlicher behandelt worden sind.
Es wurde ein Formelapparat geschaffen, der die allgemeinste Liosung
derartiger Probleme erméglicht.

~‘Aus Raumgriinden war die Beschrinkung entweder auf die dis-
kontinuierliche oder auf die kontinuierliche Darstellungsart erforder-
lich. Gewihlt wurde die diskontinuierliche, da sie fiir den elementaren
Unterricht und viele Praktiker einzig zuginglich ist und den Ver-
héltnigsen der Praxis am nichsten kommt, jedoch als die schwer-
féalligere und sprodere immer hiufiger vernachlassigt wird. Die
kontinuierliche Darstellung wird indessen fiir eine spétere Arbeit
vorbehalten,

Kapitel I.

Formelle Eigenschalten gewisser Summendarstellungen.

§ 1.

Allgemeine Summengleichungen und Variationsformeln.

1. Die hier entwickelte Methode zur Behandlung versicherungs-
mathematischer Probleme bauen wir auf folgender einfachen Relation
auf:

Gegeben sei eine beliebige Iolge reeller Zahlen

und eine solche Folge von «Grundzahleny

Ey By ..., B

ni
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dass E +0 fir s<<n ist. (Dabei kann auch n = co sein, der Kiirze

halber beschrinken wir uns aber auf endliches n.) Werden die Hilfs-
zahlen T, fir s < n durch die Gleichungen

(1) R By

definiert, so gilt die Summendarstellung

-1
2) E,Rt:EORO—}-ZESTS (t=0,1,...,n),
§=0
11
wobei unter Z B, T tir ¢ = 0 die Zahl 0 zu verstehen ist.
s=0

Beweis: Die Relation (2) reduziert sich fiir ¢ = 0 auf eine Iden-
titit. Ist aber 0 <<t < m, so ergeben sich aus (1) die Gleichungen
E T =E. B, —E R firs=0,1, ....,t—1. Deren seitenweise
Addition liefert

-1
S 1
;Es Ts:Eth—Eo RO’

~
woraus ebenfalls die Relation (2) folgt.

Darstellungen der Form (2) erweisen sich fiir Grossen der Ver-
sicherungsmathematik wegen einiger formeller Figenschaften als
besonders vorteilhaft. Diese Figenschaften, die keine speziellen An-
nahmen iiber die Natur der Zahlen R, und I, erfordern, wollen wir
im vorliegenden Kapitel ableiten. In den weiteren Kapiteln sollen fiir
R, Riicklagenwerte von Einzel- oder Sammelversicherungen eingesetzt
werden; ebensogut konnten aber darunter andere Grossen der Ver-
sicherungsmathematik verstanden werden, wie z. B. Reduktions- oder
Risikowerte.

Als Beispiel fiir eine formelle Beziehung unter versicherungsmathematischem
Gewand sei gezeigt, dass sich aus den Relationen (1) und (2) eine Verallgemeinerung
der bekannten Darstellung eines Deckungskapitals als Summe aufgezinster Spar-
priimien ergibt.

Es gei It = V, die Deckungsriicklage einer Einzel- oder Sammelversicherung
und moge B, = w, den Kapitalwert zur Zeit 0 des zur Zeit ¢ filligen Betrages 1

Bepq w4 : :
= e = den (variablen) Abzinsungsfaktor
1

s U.‘l

bezeichnen. Alsdann stellt
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dar, die Hilfszahl T = v,V , — ¥V, hingegen die Verallgemeinerung des Aus-
druckes fiir die Sparprémie.
Die Relation (2) nimmt die Form
y -1
wViy=Vy+ 2w, T,
s=0
an und besagt, dass die Deckungsriicklagen einer Versicherung durch Aufzinsung
ihres Anfangswertes und der Sparprimien gewonnen werden konnen. — Diese
Tatsache, die sonst unter Voraussetzung eines konstanten Zinsfusses und fiir
Einzelversicherungen abgeleitet wird, besteht also auch bei variablemmn Zinsfuss
und Sammelversicherungen.

2. Werden die Grundzahlen E, durch E ersetat, so #ndern sich
die durch (1) definierten Hilfszahlen T, auf

El
@s = é-f-l RS—H I8

8

g

Daraus folgt

i

E; E

s 8

E B
@sz T3+Rs~f-l'< LB 8+l)a

oder, nach Hinfithrung der Symbole:

ot Es-}-'i, el E;-H , 00 =1u"—z, die Beziehung
APERY 0 RN '
(3) | @s:‘ Ts_l_ Rs-!-l'aes '

Laut Relation (2) ist dabei

t-1
"
E;R,:E’[,RO+ E 0,,
2
so dass

f-1

| , T |

) By B, =ByRy+ ) Ey (T, + R, de)
3=0

gilt. Sind B, und FE, Funktionen gewisser Parameter, so driickt die
Gleichung (1) auch T, als Funktion dieser Parameter aus und die
Relation (4) bildet eine Summengleichung fiir die Grossen E;; darin
kann iiber die Grundzahlen E| noch beliebig verfiigt werden. Bei
kontinuierlicher Darstellung entspricht dieser Summengleichung eine
allgemeine Integralgleichung.
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In mannigfaltigen Publikationen und auf verschiedensten Wegen WUI:deIl
derartige Funktionalgleichungen in den letzten Zeiten fiir den Spezialfall al.)gelelt:.et,
dass R, das Deckungskapital einer Einzelversicherung ist. — Die hier mitgeteilte

Ableitung ist wohl die einfachste und gilt fiir beliebige Grissen der Versicherungs-
mathematik.

Im Kapitel IT wird die Form der Summengleichung fiir Deckungsriicklagen
einer Finzel- und Sammelversicherung angegeben. Hier sei beispielshalber gezeigt,
dass das fiir die ersten ¢ Versicherungsjahre berechnete mittlere Risikoquadrat
M2 (0, t) der Lebensversicherung eines zjihrigen — der Summengleichung

-1
Et M (0, 8) = EOES [s+lpa:'qx-l-s"u2(s+l) ' (Us —H_s—l—lV)2 + M® (O’S’}"l)'(cs—]”
8=

geniigt. Dabei hat g, +s s+1Pz s41V die iibliche Bedeutung, wiihrend U,
die bei Ableben des Versicherten im s-ten Versicherungsjahre fillig werdende
Versicherungssumme bezeichnet und iiber die Grundzahlen E; noch beliebig
verfiigt werden kann.

Beweis: Nach dem Hattendorfschen Satze ist
MA@, t++ 1) —MP(0,8) = PPy Gy 0P (U, L —, V)R

Setzen wir in (1) E, =1, R, = M*(0, s), s= 0,1, ..., n—1),
g0 wird daher
m 2(s+1 2
Ts= g4 1Pe Tups'? b )'(Us-i-l'—s-HV)

und aus (4) folgt die behauptete Summengleichung.

3. Nach dieser Digression kehren wir zur Relation (2) zuriick.
Subtrahieren wir von ihr dieselbe fiir ¢ = k angesetzte Relation, so
ergibt sich

-1 k-1
El Rl—Elc Rk = ﬂEs Ts— jEs Ts ’
§=0 =0
oder nach Einfithrung des Symbols
t-1 xl
\
am{h) =) Bty— ) Bif:
§=0 5=0
(2') E B, =B, B+ aymm { 1.}

firti=0,1, ..., 2; k=0,1, ..., m

Daraus ersieht man, dass die Zahlenfolge {R,} durch eins ihrer
Glieder R, sowie die Zahlenfolgen {&,}, {T,} bestimmt is.
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FEines der wichtigsten Probleme der Versicherungsmathematik
lisst sich nun folgendermassen verallgemeinern:

Wie driickt sich die Variation 8 R, = R, — R, formelmissig aus,
wenn R, {E}, {T,} entsprechend durch Ry, {1}, | T o) ersetzt werden ?

Die Losung ist fast momentan. s bﬂAOlchl’lt‘- O, die den Folgen
{R,}, {I;} entsprechende Hilfszahl, a4 {f,} das mit den Grund-
zahlen I/ statt 14 gebildete Summensymbol. Gemiiss (2') ist dann

. B, =B, R, + a1}
E,R,=E,B,+ a, 5;{0,)
und durch Subtraktion folgt
(5) E,-0R,=E,-6R, + a/,;,t—k‘ '{gs}

mit g, = T — 6. Setzen wir fix &, den Wert 7, 4 R, -de, aus (3)
em, so erhalten wir fir die «Anderungszahlen» ¢, die Darstellung

(6) gs:aTs_Rsﬁ—i'ées'

Die Gleichungen (5) und (6) liefern die gesuchte Losung. Ver-
tauschen wir dabei die Werte mit und ohne Strich, so ergibt sich eine
zwelte Losung:

(5%) B -0R, =L, -0R, + Ay, k) {!l:} mib
(6%) gy =0T, — Ry, de,.

§ 2.
Das Invarianzproblem.

In der Versicherungsmathematik wird die Irage untersucht,
unter welchen Bedingungen zwei Versicherungen identische Deckungs-
kapitalien haben. Die Formel (5) ermdglicht allgemeiner die sofortige
Angabe einer notwendigen und hinreichenden Bedingung dafiir, dass
die Glieder zweier Zahlenfolgen {R,}, {B.} fir s = ¢, ¢, +1, ...,
iitbereinstimmen, oder, wie wir sagen wollen, diese Indizes «Fixpunkte»
der Variation ¢ R, sind.

Iis seien ¢, die den Grossen R,, R, und den Grundzahlen I, E
entsprechenden Anderungszahlen, wobei I, + 0 fiw s<<t, und 6 B, =0
fiir 1§, = 0 sein soll. Alsdann gilt folgender
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% i . . ! .

Satz 1 (allgemeiner Invarianzsatz). Damit R, = R, fir s = ¢,
-+ .y 1y ist, ist es notwendig und hinreichend, dass die Variation § R,
Fixpunkte hat und fir jeden Fixpunkt k

Tl =
(7) ak,tg_kl st = 0
18t sowie iiberdies die Gleichungen

®) g, =0
firs=1¢,¢t +1, ..., t, —1 erfiillt sind.

Beweis: Nehmen wir an, dass d By = 0 fir {; <s <t,ist. Dann
hat die Variation 6 R, Fixpunkte (z. B. die zwischen ¢, und ¢, gelegenen
Indizes). Wiihlen wir einen solchen in der Gleichung (5) als % und
setzen ¢ =t,, so folgt wegen & R, =0 R, =0 die Relation (7).
Setzen wir aber k = ¢, so ergibt sich analog fir ¢t =4, t, 4+ 1, ..., ¢,
ar i 19} = 0 und daher verschwindet fitr ¢ = ¢, ¢ +1, ..., t,—1

{

PN

t
N | ;
I ! . s 1/ o U . !
A, v (0 — an, {9 = Z iy g, Liyg, =By, ,
5=0

(=]

8=

woraus wegen 17, + 0 die Gleichungen (8) folgen.
Sind umgekehrt die Bedingungen des Satzes 1 erfiillt und wiihlen
wir in der Relation (5) als k einen Fixpunkt von 6 R, so folgt fiir
t:[l’ tl“}—'l, ey [2:
g —— A IR
Et 2 (3 180 —_— a,vl-,fgkl l(l” .

Nun ist aber

-1 L1 h:% k-1 =1
. |- \ 1. e N ., \ 1
d | i (L ! . ] v i ] !
a/\‘-Hcl Igs} - E’sf/.s_ Es g5 = 2 IES s z Ls 9s I'_ ; Es 0,—
=0 s=0 §=0 $=0 $=0

ly-1

fo-1
R g [P
\ 1/ A o 1_4
- 2 lﬁ‘sgs::ak,lrkl{gsl 2 Esf/s’
§=0 g={

was angesichts (7) und (8) fiir ¢ =4, t, + 1, ..., &, verschwindet.
Daher ist F;-0 B, =0 und bei I, +0 ist 6 B, =0 fiw ¢ =1¢,
b+ 1, ..., t, Aus It, =0 folgt aber voraussetzungsgemiss ¢ = ¢,
und auch § B, = 0.
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§ 8.
Einige Vorzeichensitze.

Aus den Formeln des § 1 konnen einige allgemeine Schliigse iiber
das Vorzeichen von é R, gezogen werden, die sich als sehr niitzlich
fiur die Anwendungen erweisen. Dabei setzen wir voraus, dass I, > 0
und FE, >0 fir t <mn sowie K, >0 und F, > 0 ist; ferner soll
d R, =0 sein, falls E, =0 ist. '

_ ‘Nehmen wir an, dass einer der Indizes t,, t, > t, Fixpunkt der
Variation ¢ R, ist.
Ist es ¢, so folgt aus (5) fir k = ¢, und ¢ = L1, ..., 0

LA
(5 B R, = ) Bg,.

s={;

Ist es aber t,, so folgt aus (5) fir k=1t, und t =¢, t, +1, ...,

n ! ﬂ‘ !
(5") B R, =— ) Hyg,.

Daraus ergibt sich unmittelbar folgender

Satz 2: Wechseln die Anderungszahlen ¢, der Variation § R,
thr Vorzeichen fir s =14, ..., t; — 1 nicht und ist ein Endpunkt &
des Intervalls (¢, t;) Fixpunkt von ¢ R, so wechselt auch & R, in
diesem Intervall das Vorzeichen nicht. Ist dabeik linker Endpunkt
dieses Intervalls und existiert ein Index k <s <t mit g, 0, so
hat 6 R, das Vorzeichen von g,. Ist hingegen k rechter Endpunkt
dieses Intervalls und existiert ein Index ¢ < s, <<k mit g, +0, so
hat é R, das entgegengesetzte Vorzeichen wie g, .

Aus diesem Satz folgen weitere zwei Vorzeichensitze:

Satz 3 (allgemeiner Zeichenwechselsatz). Verschwinden die Ande-
rungszahlen g, der Variation § R, mit den Fixpunkten k,, k, in keinem
der Intervalle

k,<s< O, T<s<k, mit O<k, T>k

identisch und weisen sie fiir die Indizes s aus diesen Intervallen keinen
Zeichenwechsel auf, so sind die Vorzeichen von é R, und ¢ E, ver-
gchieden.
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Beweis: Voraussetzungsgemiiss existieren Indizes s;, s, mib
ky <8, <0, T<s3<hy ¢, %0, g, 40

und die Vorzeichen von g¢,, g, sind einander gleich. Da laut Satz 2
0 By das Vorzeichen von g,, 6 R, das entgegengesetzte wie ¢, hat,
sind die Vorzeichen von § R, und 6 R, verschieden.

Satz 4 (allgemeiner = Zeichenbewahrungssatz). Wechseln die
Anderungszahlen der Variation § R, mit den Fixpunkten k,, k, fir
ky, < s < k, hochstens einmal das Vorzeichen, so hat 6 R, fir
Iy <t <k, das Vorzeichen der Anderungszahlen vor dem Zeichen-
wechsel, sofern d R, 40 ist. Dies trifft dann und nur dann zu, wenn
Indizes s;, s, mit kb, <s; <t < 8y < hyund g, £0, g, +0 existieren.

Beweis: Ist 6 B, £ 0 fur k < ¢ << ky,, so folgt aus den
Darstellungen (5) und (5") die Existenz von Indizes s,, s, mit
ey <8 <t <sy< ky g5, %0,9,+0. Umgekehrt mogen solche In-
dizes existieren. Wechselt g, fiir k; <s <<t das Vorzeichen nicht, so hat
0 B, laut Satz 2 das Vorzeichen von g, also das Vorzeichen der
Anderungszahlen vor dem Zeichenwechsel. Anderenfalls kénnen vor-
aussetzungsgemiiss die Anderungszahlen fiir t < s < k, nicht nochmals
ihr Vorzeichen wechseln, und g, hat das entgegengesetzte Vorzeichen
wie die Anderungszahlen vor dem Zeichenwechsel. Laut Satz 2 hat
aber § R, das entgegengesetzte Vorzeichen wie g,, also wieder das-
selbe wie die Anderungszahlen vor dem Zeichenwechsel.

Wir bringen noch folgenden

Satz §: Wechseln die Anderungszahlen g, der Variation 6 R,
zwischen deren Fixpunkten k, und k, genau zweimal das Vorzeichen,
so wechselt dort § B, genau einmal dag Vorzeichen, und beide Zahlen-
folgen haben vor dem ersten Zeichenwechsel dasselbe Vorzeichen.

Beweis: HEg sei z. B. |
g, <0 fir b, <s<0, ¢,>0fir O<s<T, ¢,<0fir T'<s<k,,

wobel g >0, g, < 0 und g, < 0 fiir einen Index s, < @ sein soll.
Laut allgemeinem Zeichenwechselsatz ist dann das Vorzeichen von
d Ryund § R, verschieden, und zwar in vorliegendem Falle § B, < 0,
d Ry > 0. Aus (5) wird iiberdies ersichtlich, dass E, § R, fir @ <t<<T
mit ¢ wiichst, folglich weist 6 R, nur einen zwischen ® und T' gelegenen
Zeichenwechsel auf und geméss Satz 2 keinen zwischen &, und @
oder T und Fk, gelegenen.
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Kapitel I

Die Rﬁcklagenvariation einer allgemeinen Versicherungs-
gesamtheit.

§ 1.
Die Riicklagen von Einzel- und Sammelversicherungen.

Wir wollen nunmehr die Lrgebnisse des vorigen Kapitels auf
Finzel- und Sammelversicherungen anwenden, denen demographische
Hypothesen zugrunde liegen.

Fiir Finzelversicherungen hat es sich als bequem erwiesen, solche
Hypothesen vermittelst der Ausscheideordnung einer fingierten
Gesamtheit auszudriicken, als deren FKlement man die einzelne Ver-
sicherung auffasst. Noch anschaulicher ist eine analoge Formulierung
fir Sammelversicherungen. Hier beschreiben die demographischen
Hypothesen in Anniherung die Anderungen der betrachteten Kollek-
tivgesamtheit selbst, wobei jedoch neben Austritten auch intritte
vorkommen konnen.

Eine auf beide Ifdlle anwendbare Formulierung der demogra-
phischen Hypothesen ergibt sich daher mit Hilfe des Modells einer
Flementengesamtheit, die sich durch Aus- und Eintritte indern kann.
Diese Aus- und Eintritte mogen aus m einander ausschliessenden
Grinden in der Zeit 0 < ¢ << n erfolgen. Ist I, die Ilementenzahl
aur Zeit ¢ (=0, 1, ..., n), i) die Zahl der aus dem d-ten Grunde in
der Zeit 0 bis ¢ ausgetretenen Elemente (fur einen Austribtsgrund)
bzw. die mit dem Minuszeichen versehene Anzahl der in dieser Zeit
eingetretenen Flemente (fir einen Hintrittsgrund), so ist

”

. X ;.
) L =L,— ) fi).
1=1

Sinngemiiss ist dabei f{? =0 fix ¢ =1, ..., m und die Zahlen f{?
(t=0,1, ..., n)sind fiir einen Austrittsgrund nichtnegativ und nicht-
fallend, fiir einen Eintrittsgrund nichtpositiv und nichtwachsend,
withrend L, > 0 tiw 0 < ¢ < nm und L, > 0 sein soll.

Der betrachteten Gesamtheit mogen folgende Kinnahmen und
Ausgaben zugeordnet sein.
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Einnahmen: im Zeitpunkt ¢ = 0 Anfangszahlungen, deren Ge-
samtbetrag mit L,- A bezeichnet werde (fir die damaligen L, Mit-
glieder) und in jeder der Zeitperioden s <t<<s-+1(s=0,1, ...,
n — 1) Prémien, deren auf den Zeitpunkt s bezogener Kapitalwert
mit L, 7, bezeichnet werde (fiir die am Anfang dieser Periode vor-
handenen L, Mitglieder).

Ausgaben: in jeder der Zeitperioden s <<t<<s-41(s=0,
1, ..., n—1) Rentenzahlungen, deren auf den Zeitpunkt s bezogener
Kapitalwert mit L, o, bezeichnet werde (fiix die am Anfang dieser
Periode vorhandenen L, Mitglieder); ferner in jeder der Zeitperioden
s <t <s- 1 fir die aus dem ¢-ten Grunde aus- bzw. eintretenden
|#49, — | Elemente Entschiidigungen, deren auf den Zeitpunkt
s -+ 1 bezogener Kapitalwert mit [£), —f]. Ul bezeichnet werde;
endlich im Zeitpunkt ¢ = n Endzahlungen im Gesamtbetrage von
L,T.

Sinngemiiss sollen dabei die Zahlen s, und g, nichtnegativ sein,
wiithrend die Zahlen 4, T und U!), beliebig sein kénnen.

Fiir Kinzelversicherungen geben in der Regel die Zahlen 4, 7, g,, U:(,;)_ 5 L
den Betrag der individuellen Versicherungsleistungen an. Anders ist es fiir Sammel-
versicherungen, da hier analoge Versicherungsleistungen nicht fiir alle Mitglieder
‘denselben Wert zu haben brauchen. Besonders deutlich ist dies bei Entschiidigungen
in Rentenform ersichtlich; als durch Austritt fillig werdende Versicherungs-

leistungen sind hier die vom Alter des Rentenbeziigers abhiingigen Rentenbarwerte

zu betrachten, und die « Entschiidigungszahlen» Ug‘?_i haben nur Durchschnitts-

charakter. — Die «Primienzahlen» sz, stellen bei Gruppenversicherungen gegen
technische Durchschnittspriimie diese Durchschnittsprimie und bei Sozialver-
sicherungen mit Primiendeckungsverfahren in der Regel den Préimiensatz dar. —
Unter obiges Schema lassen sich iibrigens auch ganze Bestinde von Einzelversiche-
rungen einbeziehen, wobei alle Zahlen 4, =, o,, Ug'_?_ 1» T nur Durchschnitts-
charakter erhalten.

Gesamtheiten, denen obbezeichnete Zahlungen zugeordnet sind,
nennen wir «Versicherungsgesamtheiteny. Wir definieren fiir sie die

«retrospektive Gesamtriicklage» F‘[’ im Zeitpunkt { =0, 1, ..., n als
Differenz der auf diesen Zeitpunkt bezogenen Kapitalwerte deren
bis dahin erfolgten Einnahmen und Ausgaben sowie die «prospektive
Gesamtriicklage» f}‘,”) als analoge Differenz der nachher erfolgten
Ausgaben und Einnahmen.

Mit ihrer Hilfe definieren wir die «retrospektive Durchschnitts-
riicklage» V{) und die «prospektive Durchschnittsriicklage» VP der

12
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(resamtheit im Zeitpunkt ¢ als den durchschnittlich auf ein Element
in diesem Zeitpunkt entfallenden Anteil an der entsprechenden Ge-
samtriicklage. Bei einer Einzelversicherung erkennt man hierin die
ithliche Definition des Deckungskapitals wieder.

Bezeichnen wir den aut den Zeitpunkt 0 bezogenen Kapitalwert
des im Zeitpunkt ¢ zahlbaren Betrages 1 mib w,, wobei wy, =1 > w,
> ... >w, >0 sein soll, so ist

V(tp) o Lz V(zp} -

n-1 m

1 10, w e ; ; W
. +1 : : r o
=Dt | Tt D — ) U — Ly, | 4 2 L,
= Wy W, 2 0,
s=t ;s 1=1
n-1
tirt=0,1, ..., n (wobeiZfS =0 gesetzt wird). — IFihren wir
§=n

noch die Bezeichnungen

Wstt _ o =1 g
— Us

2
10, ) L

8

ein, so lisst sich obige Formel auch schreiben:

(1() l)) ’u)! V(tp) g ’u)! L! T/S”) s
n-1 m
. Y \ , .
=10, ]’n F— Z Wy Ls = Qg — Yy Z‘ Q.\-') Ugil)-l
s=t i=1 i

Man sieht dabei, dass v, den (variablen) Abzinsungsfaktor be-
zeichnet und ¢! die dem 4-ten Grunde entsprechende «abhiingige»
oder «experimentelle» ') Austrittswahrscheinlichkeit (fiir einen Aus-
trittsgrund) bzw. die analoge mit dem Minuszeichen versehene Iin-
trittswahrscheinlichkeit (fiir einen Eintrittsgrund) ist.

Ist 1, = 0, so nennen wir den KEndpunkt der Versicherungs-
gesamtheit, ¢ = n, einen «Singularititspunkty». Dann ist auch V¥ = 0,

1) Vgl. E. Marchand: «Probabilités expérimentales, probabilités corrigées et

probabilités indépendantess, Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Ver-
sicherungsmathematiker, 1937, Heft 33.
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da aus der Formel (10 p) '?ff’) = [, - T folgt. In diesem I'alle kann die
Durchschnittsriicklage V%) beliebig festgesetzt werden. |

Gtanz analog ergibt sich fiir die retrogpektive Gesamtriicklage die
Darstellung

-1 m
and R . 1 R i
(wmme:MLyw:%A+zw@Sm—&—%zgﬂml
§=0 i=1

Die praktisch wichtigsten Versicherungsgesamtheiten geniigen dem
«Aquivalenzprinzip», demzufolge der auf den Zeitpunkt 0 bezogene
Kapitalwert der Einnahmen demjenigen der Ausgaben gleichkommt.
[9s ist leicht zu beweisen, dass alsdann die prospektiven Riicklagen
mit den entsprechenden retrospektiven iibereinstimmen.

§ 2.

Die Anderungszahlen von Riicklagenvariationen. Der Fundamental-
satz der Theorie der Kapitalansammlung.

Wiihlen wir nun in der Formel (1) R, =V, (wobei V, die retro-
spektive oder prospektive Durchschnittsriicklage der Versicherungs-

. . . W, Ly . p ‘ =% "
gesamtheit bezeichnet), sowie If, = —_— (d.1. die Finmalprimie, die
-0
im Zeitpunkt 0 von jedem Mitglied der Versicherungsgesamtheit zu
erheben igt, damit im Zeitpunkt ¢ an jedes der damaligen Mitglieder
der Betrag 1 ausgezahlt werden kann). Dann erhalten wir fiir die ent-
sprechende Hilfszahl T, den Ausdruck

m LO 1 / I L.V
Iy = ws_Ls (L;) Wy Ligyy Vs+1 ““ z;’ws L’f Pﬂ) -

1 ~ ~
= P ('ws+1 Vs-l—l — Wy Vs)
S

s

und angesichts der Formeln (10) ist

m
Ts =T 0 Uy Z qg‘) U.‘(ill)-l
i=1

(N

fir s =0, 1, ..., n— 1. Wir schreiben auch 7, =z, -—a™ mit
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ST
(11N) =g, +v, ) g U, Y.

i=1
Tiir die entsprechenden Anderungszahlen ergeben sich aus den
Formeln (6) bzw. (6*) nach leichten Umformungen die Ausdriicke

m

y Y i ; : -
(12) g, = 0 Trg — 0 Qs"_"DsZ‘ l(Usgli)l - Vs—H) 0 .(lsl) “[' qg” 0 U.Szball -

1=1
- ?111 "
RS (chsc | 173}1 +qu') (Ué'l)—l—-l'/h.} I)I )
, i=1 :

m

(12% g =dm,— 80—, ) [(Uih—V1y) -8 + g -0 UL, | —

1=1

. | no | | )
: Vs+l + Z‘ qi" (.Ug'-)HHVs»H) .

o ; : K
(Dabei ist zu beriicksichtigen, dass angesichts (9) fiir e, = v, —-*

; . 8 I“
die Darstellung gilt: 13

(13) €y = '1.73(1 i q,(;')) )
)

Bemerkenswert ist, dass sowohl die retrogpektiven wie auch die prospektiven
Riicklagen zu denselben Werten fiir 7'y und g, fithren, alsodenselben Gleichungen (2'),
(4) und (5) geniigen. So nimmt z. B. die Summengleichung (4) sowohl fiir retrospek-
tive wie auch prospektive Durchschnittsriicklagen ¥, die Gestalt

B’ 41 4 m

W 3(1——2 fﬁf’)
g i=1

an, wobei E; 4 0 fiir s << n sein soll, sonst aber iiber die Zahlen E; beliebig ver-

fiigt werden kann. Dies ist eine fiir Einzel- und Sammelversicherungen giiltige

Funktionalgleichung, der im kontinuierlichen Falle die gewohnlich fiir Einzelver-

sicherungen betrachteten Integralgleichungen des Deckungskapitals entsprechen.

Aus (2') wird hingegen
@) E,V,=EV+a, in,—aM}.

-1
= ! W N
EV,=EVy+ Zof"s [(”s"‘”s(zi )) + Vg
8=

1) Wird in der Fundamentaldarstellung (2) V= 0 und 7z, = ngN ), also T,=0
gewiihlt, so folgt ¥V, =0; daher ist ﬂgN ) die «natiirliche Priimie» der Versicherungs-
gesamtheit.
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2. In Anwendung der gewonnenen Formeln mdge ein einfacher
Beweis des Fundamentalsatzes der Cantellischen Theorie der Kapital-
ansammlung ') gegeben werden. Diesen Satz formulieren wir folgender-
massen: Die retrospektiven Deckungskapitalien V{7 einer Kinzel-
versicherung mit dem Anfangserlag 4 =0, Renten p, =0, Ent-
schidigungen UY), = AW VW (=1, ..., m) bleiben ungeindert,
falls die Entschidigungen durch U,{) =0 und die Ausscheide-
wahrscheinlichkeiten ¢{? (¢ =1, ..., m) durch ¢,(7 = (1 — 4{),)-¢{"
ersetzt werden.

Da es sich offenbar um eine Riicklagenvariation mit dem Fix-
punkt 0 handelt, geniigt es angesichts des allgemeinen Invarianz-
satzes zu zeigen, dags ¢, = 0 tiir s =0, 1, ..., n — 1 ist (woraus dann
g1 105} = 0 folgt). Nun ist hiebei é 7w, = 6 g, =0 und die Formel (12)
vereinfacht sich wegen

95U, = — g AL V0, = V-5 au

m

was angesichts U, = 0 tatsiichlich verschwindet. Laut dieser Ab-
leitung gilt iibrigens obiger Satz auch fiir Sammelversicherungen.

§ 8.
Spar- und Risikoprdmie einer Versicherungsgesamtheit.

Die Variation einer Einmalprimie. Kompensierende Dividenden-
variationen.

1. Als niichste Anwendung verallgemeinern wir die fiir Kinzel-
versicherungen bekannte Primienzerlegung in einen Spar- und Risiko-
teil.

Da die Hilfszahl T = 7, — al™ gemiiss Formel (1) ¢, V,,, —V,

etrigt, ergibt sich nach Finsetzung fiir es aus Iormel (1:
betriigt, ergibt sich nach Kinsetzung fir e, des Wert T 1 (13
die Relation

m .
N i
ﬂsmni‘ )::'Ds I—qu) Vs+1_Vs'

i=1

1) F. P. Cantelli: « Genesi e construzione delle tavole di mutualitd», Bollettino
di notizie sul credito e sulla previdenza, 1914, Nr. 3/4.
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Daraus folgt

m
B
R N T
Ty — (Us Vs-l—l v Vs) - 7E£ ) —USZ‘ qgl) V.:r-l-l

-1
als Ausdruck fir das Komplement z{® der verallgemeinerten Spar-
primie v -V, — ¥, zur Priimienzahl &, oder auch nach Finsetzen des
Wertes von at™:

. ,’,?,L‘ , . -
(11 R) AP =0, +2, )" (U, —V,.)
i=1

Dies ist also ein Ausdruck fiir die Risikoprimie, der (wie der
fiir die Sparprimie angegebene) nicht nur bei Einzelversicherungen
und einem konstanten Rechnungszinsfuss, sondern auch bei Sammel-
versicherungen und einem verinderlichen Rechnungszinsfuss gilt.

2. Krsetzen wir in der Formel (11 R) #{® durch z,— (v Viii—T),
so folgt

s

m
) . 1
V.H—I + Zq;) (U.i'-)u“— s-}-l) = (Vq + -7'53_93) .
i=1 vs
Die linke Seite ist aber der Koeffizient von d v, in Formel (12),
die sich daher auch schreiben lisst als

m

75 CONY i i)y, 8
(12) .(I‘s::aﬂ"s'—égs—’vs'zd{(Usgl)tmvs-l-l)'aqg‘)_'— qs)auil)i]_
i=1

dv, .
_“““E(V.q_%_ﬂswgs)‘
Vg '
Analog ist
e * ] g 1 ! i i %
(]2*) Js = 67[3'—'693“—179'2_‘ [(Usgl-)l ——VS-H) ¥ (ng ) 'y q‘(i e U‘("I)—l] —

i=1
o
s !
2 i m—a).
vS
Diese Formeln eignen sich vorztiglich zur expliziten Darstellung
der Variation einer Finmalpramie, d.1i. der Durchschnittsriicklage
einer dem Aquivalenzprinzip geniigenden Versicherungsgesamtheif
mit verschwindenden Priimienzahlen s. Dabel ist es bequem, die
fiir die weiteren Betrachtungen sehr wichtigen Ausdriicke
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hy=0m,—9,, h:=6azs—r-g:

zu verwenden, die sich hier wegen 0z, = 0 entsprechend auf Y
bzw. — g, reduzieren.

Haben die urspriingliche und abgefinderte Versicherungsgesamt-
heit den gleichen Endpunkt ¢ =n und die gleiche Fndzahlung 7',
so liefern die Formeln (5) und (5*) fiwx t =0, k =n und B, =V,
angesichts 0V, =0 T =0 fir die Variation der Einmalprimie die
allgemeinen Ausdriicke

(14) OV = a(’)';,-‘ thel = Ao {h:} .

Dabei sind auf Grund der Formeln (12) bzw. (12*) h, und A,
linearo homogene Funktionen der Variationen der «Grundgrossen»
(Us) q‘, ) U(l)’ Qs:

m
(15) h, =00, + Z‘ 1| thqi-)t - s-H] : 6(15,’7 . Q.&n 0 Ui’ll} -+

o
+

b(Vs —Fns—gs)’

(15%) h: =00, + 7’; {[U;(;)l 5 HI J q(e) S ng) + 0 Uﬂ-l} -

+ 2w —e).

Die Behandlung von Spezialfillen der allgemeinen Formel (14)
18t nur eine Frage von Substitutionen. Ist U(‘)H vom Rechnungs-
zinsfuss unabhiingig, so ergibt sich beispielsweise fiir die Abhiingigkeit
der Einmalprimie vom Rechnungszinsfuss die einfache Formel:

) = Z E, —6--1--7-- — 0,

Da in der Regel T,— p, > 0 und voraussetzungsgemiiss 14, > 0
ist, folgt daraus der Satz: Die Einmalprimie einer Versicherungs-
gesamtheit, deren Entschidigungsbetrige UY), vom Rechnungs-
zinsfuss unabhingig sind, ist eine nichtwachsende TFunktion des

Rechnungszinsfusses.

n—

(14") V=

—
.
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Bei Lebensversicherungen mit Eintrittsalter 2 und konstantem
Rechnungszinstuss wird v, = v, E; = E, 5, und (14') geht iber in

n—-1 n-1

I 6’0 ;
4y 6%, ZL’H - ZOE—| Vi—e).
Beispiele:
n-1 6’1) n-1
(& Y a:r n = Z E:z:,—'l Qpisns1] = Z Ez ,8] " a’z-l—s fi-s-1 |

(d& 93:1’ Vs:a

x»}s,ﬁ:ﬂ) )

n—1

(b) :c ml Z_‘ EI,T Ax-{-s n-s| — (sv Z F a: H? n-s|

(d& 0, = 0, Vs :Aa:-i-s,n—_sl) :

3. Als Beispiel einer Anwendung auf Probleme der Versicherungs-
praxis moge endlich gezeigt werden, dass bei Liebensversicherungen mit
Geewinnbeteiligung eine nach Versicherungsbeginn eintretende Ande-
rung der Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung immer durch eine
Dividendenvariation ohne Anderung des vollstindigen Deckungs-
kapitals kompensiert werden kann.

Bezeichnet nédmlich V, das vollstindige Deckungskapital der
Lebensversicherung eines z-jihrigen, so vereinfacht sich die Formel (12)
auf :

\ , ) 0V,

gs = 0 Ty — 0 0s— Uy (Us+l _ I/S‘I"l) Y Qots — _;— (Vs + 7, — Qs) ’
wobei U, die bei Ableben im (s + 1)-ten Versicherungsjahre fillige
Versicherungssumme ist; die Zahlen z, und. g, driicken sich dabei
durch die Siitze der bei Beginn des (s 4 1)-ten Versicherungsjahres
filligen Tarifprdmie B,, Inkassokosten g, laufenden Verwaltungs-
kosten y, und Dividende 4, mittels der Formeln

7[9:(1—“18)};3! Qsz(l—ﬁ)'ds+7}s

aus. Da die Anderung der Rechnungsgrundlagen zweiter Ordnung
erst nach Versicherungsbeginn eintritt, ist g, = 0 und die Riicklagen-
variation hat den Fixpunkt 0. Damit sie fiirs = 1, 2, ..., n verschwin-
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det, ist es gemiiss allgemeinem Invarianzsatz notwendig und hin-
reichend, dass g, =0 fiir s =1, 2, ..., n—1 ist. Betrachtet man
diese Gleichungen als Bestimmungsgleichungen fiir die kompensieren-
den Dividendenvariationen, so liefert deren Auflésung die Formeln

1 V !y S
34, = —;B (By—4) 6 B+ 3y + 0, (Ugpy—Vipy) 0 quys +

ﬁ) (Bs — AS) — ys]

firs=1,2, ..., n—1. Aus § V, = 4§ 4, folgt itberdies § 4, = 0.

Dies sind die allgemeinsten Formeln fir kompensierende Divi-
dendenvariationen. Bei blosser Zinsfussinderung und y, =y, v, = v
vereinfachen sie sich auf

dv A
0, = V.4 (1—p) (B,—4,) —y].
8 'U (1 [ + ﬁ) ( 8 3) yl
Lukacs 1) fand unter letzteren Annahmen, jedoch bei Beschriin-
kung auf gemischte Versicherungen mit gleichbleibenden Priimien,
die Formel
1—1

1—f
8 4, :__1_::3 (v+ﬂ3 Ba,,, n;'é';+7j """ - Z‘ 4 Da:-l-i)

mit A == Q; y B=(1—p).-B+d-+ 7y, wobeid=1—v ist und B

die Tarifpramie bezeichnet. Diese Formel erweist sich als ein Spezial-
fall der unsrigen, ist aber weniger iibersichtlich und handlich.

Kapitel I1L

Normale Variationen.

§ 1.
Die Variationsformeln fiir normale Variationen.

Verschwinden die Primienzahlen sz, nicht identisch, so wird in
der Praxis deren Anderungsgesetz durch die Folge der Quotienten

1) B. Lukacs: «Uber die Veriinderung der Dividenden bei Redulktion des
Zinsfusses», Comptes rendus du 11¢ Congrés international d’actuaires, 1937,
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¢c,=— (s=0, 1, ..., n — 1) gegeben und die «Anfangsprimie»

7, = m mittels des Aquivalenzprinzips berechnet. Das Hauptinteresse
ailt alsdann dem Einfluss einer Variation des Abzinsungsgesetzes w,
und der Wahrscheinlichkeitsgrossen ¢{? auf die Anfangsprimie und
die Durchschnittsriicklagen.

Solche Variationen haben folgende Kigenschaften:

a) Das Primiendnderungsgesetz ¢, (s =0, 1, ..., n— 1) und der
Endpunkt der Versicherungsgesamtheit, ¢ = n , bleiben bei thnen un-
gedindert.

b) Anfangs- und Endpunkt sind bei ihnen in der Regel Fixpunkte
der Riicklagenvariation. — (Bei einer dem Aquivalenzprinzip geniigen-
den Versicherung ist nimlich zufolge (10) J; = 4 und (falls L, + 0)
V,=T. In den praktisch wichtigsten Fillen sind aber die Parameter
A4 und T von den Rechnungsgrundlagen unabhingig. Daher ist
0Vy=0 und, falls L,+0, L,+0 ist, auch 6V, =0. Ist aber
L, =0 oder I, = 0, so verfiigen wir iiber die im Singularititspunkt
noch unbestimmte Durchschnittsriicklage so, dass wieder § V, =0 ist.)

Im vorliegenden Kapitel soll nun die wichtige Klasse der durch
diese Kigenschaften charakterisierten «normaleny Variationen all-
gemein studiert werden. Sie umfasst neben den beschriebenen Va-
riationen der Rechnungsgrundlagen auch beliebige Variationen der
Zahlen Ul bei einer dem Aquivalenzprinzip geniigenden Versicherung
(insbesondere also die erwihnte von Cantelli studierte Variation).

Zunichst soll deren Einfluss auf Anfangsprimie und Durch-
schnittsriicklagen formelmissig ausgedriickt werden.

Wird in der Formel (5) B, =V,, g, = dm,— h,, k = 0 gesetut,
so ergibt sich bei 6 V, = 0 und d 7w, = ¢,- 0 7 die Gleichheit

(16 a) E,- 8V, =aypic) - dm—agplh,) -

Fiir ¢ = n folgt daraus bei 6 IV, = 0.

(16 b) om = 3"3'7*"‘{@?{-- .
8-(),Wl {cs]

Dies sind bereits die gesuchten Formeln. Durch Vertauschung
der ungestrichenen Werte mit den gestrichenen ergeben sich die dualen
Formeln:
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(16 a*) - 8V, = ay7 (e} - dm—a, 7 {he)

Ao hst
a-0,'5] {03}

Hinige unmittelbare Anwendungen seien angegeben:

(16 b*) 0w =

a) Die Anfangsprimie einer Versicherung, deren Entschidigungs-
betriige U{"), vom Rechnungszinsfuss unabhiingig sind, ist eine nicht-
wachsende Funktion des Rechnungszinsfusses, falls in jedem Zeit-
punkt die Durchschnittsriicklage, vermehrt um die Primie und ver-
mindert um die Rentenzahlung, nichtnegativ ist.

Liner blossen Zinsfusserhéhung entspricht nimlich unter diesen
Voraussetzungen der wegen o v, << 0 nichtpositive Ausdruck h, =

iﬁ_’u_ (V, + 7, — o), woraus sich angesichts der IFormel (16 b) die
Behavuptung ergibt.

Insbesondere ist die Primie einer Todesfallversicherung mit Fin-

trittsalter @ eine nichtwachsende Funktion des Rechnungszinsfusses,

1 : .
wenn @, < &, fiir y > @ ist. Dann ist niimlich
y-1
O Pots (A

- ) > 0.
aa: pa:~|~s

b) Bei einer dem Aquivalenzprinzip geniigenden Versicherung
mit 4 =0, 9, =0, U, = 4, -V, lisst die Cantellische Variation
U =0, @ =1—40 )¢ @=1,...,m;s=0,1,...,n—1)
moht nur die I)urchs.chmttcn ticklagen, sondom auch dle Anfangs-
priimie ungeiindert.

Fiir diese normale Variation verschwinden nimlich laut Formel(15)
simtliche Zahlen h,, daher ist laut (16 b) 0 = = 0 (wihrend aus (16 @)
wieder d V, = 0 folgt).

§ 2.
Das Invarianzproblem bei normalen Variationen.

1. Wir wollen nun zeigen, dass das in Kapitel I allgemein geloste
Invarianzproblem bei einer normalen Variation mit dem Losbarkeits-
problem eines Systems linearer Gleichungen gleichbedeutend ist.
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Iis mége bei einer normalen Variation die Durchschnittsriicklage
fiir 0 <t < r (0 <r <m) ungeiindert bleiben, oder, wie wir sagen wollen,
diese Variation in den ersten » Versicherungsjahren «riicklagentreu»
sein. Da dabel ¢ =n Fixpunkt der Riicklagenvariation ist, gelten
laut allgemeinem Invarianzsatz die Gleichungen (7) und (8) mit k = n,
t, =0, t, =r. Sie lassen sich nach Hinsetzen von ¢, =¢, d w — h,,
z = d  auch schreiben als

(7,) a;,ﬁ371 {h’s} = a:",nﬁr {Gs} ’
(8" h,=g-g B &=y 1y oo m P—1.

Das System der linearen Gleichungen (7"), (8") ist daher 1osbar, und
zwar kann z = ¢ 7 gesetzt werden. — Wir beweisen nun folgenden
Satz 6 (speziellen Invarianzsatz): Damit eine normale Variation
in den ersten r Versicherungsjahren (0 < r < n) riicklagentreu ist,
ist es notwendig und hinreichend, dass das System der linearen
(zleichungen (7"), (8") in 2 losbar ist. Bei dessen Losbarkeit ist 2 = d a.

Beweis: Ist diese Bedingung, deren Notwendigkeit oben bewiesen
wurde, erfiillt, so folgt aus den Gleichungen (8°):

) aim i} =2+ 2 la

Addieren wir hierzu die Gleichheit (7), so ergibt sich

Ao thy) =z- Ao {e.}

und da laut Formel (16 b)

ag511h
(S.TE oo —-—-—~—-?'m \ 3:‘
ao,ﬁ] {Gsl

ist, folgt 2 = da. Daher lisst sich die rechte Seite von (8") auch
schreiben als ag{dx,} und (8") geht iber in ay+{g,} = 0. Aus
g, = 0y — hy =z ¢,— h, folgt fiiberdies angesichts (8') ¢, = 0 fiwr
s=0,1, ..., r— 1. Somit sind die Gleichungen (7) und (8) fiir
k=0, t =0, t, =1 erfillt, und da k = 0 Fixpunkt der normalen
Variation ist, verschwindet laut allgemeinem Invarianzsatz die Riick-
lagenvariation fir 0 <t <r, w.z b.w.

9. Betrachten wir insbesondere eine blosse Variation der Grossen
g\ fiir ein festes 4 = j, wobei alle tibrigen Grundgrdssen ungeéindert
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bleiben sollen. Dieser normalen Variation entspricht laut IFormel (15)
der Ausdruck
(157) By =0, (U — V1) - 0 a2,

Deshalb ist in Versicherungsjahren mit verschwindendem «j-ten
Risikokapitaly UY,, —V, , der Wert der Zahlen ¢ fiir die Hohe
der Durchschnittsriicklagen belanglos. Bei Anderung der Zahlen
q" ausschliesslich solcher Versicherungsjahre verschwinden niamlich
gemiiss Formel (15°) alle Zahlen h,, folglich sind die Gleichungen (7’),
(8") fir 2=0 und r=mn erfilllt, so dass die Durchschnittsriicklagen
laut speziellem Invarianzsatz ungeéindert bleiben (ebenso wie die
Primien wegen ¢ = ¢ ).

Werden insbesondere als ¢ die Stornowahrscheinlichkeiten an-
genommen, so folgt der Satz:

Bei Abgangsentschidigungen in Héhe der Durchschnittsriicklage
sind die Priimien und Durchschnittsriicklagen vom Storno unabhéngig.

Dieser fiir Einzelversicherungen bekannte Satz gilt demnach auch
fir Sammelversicherungen. Dabei ist aber die Voraussetzung zu
beachten, dass die Zahlen ¢!? fiir ¢ 44 durch den Storno ungeindert
bleiben miissen.

Wenden wir uns nunmehr «untrivialen» Anderungen der Zahlen
¢\ in den ersten r Versicherungsjahren zu, d.1i. solchen, fiir die ein
Index o <r mit UY ' —V 40 und 5q + 0 existiert, was laut
Gleichung (15") mit A, 4 0 gleichbedeutend ist.

Ist diese Anderung in den ersten » Versicherungsjahren riicklagen-
treu, so ist laut speziellem Invarianzsatz h, =e¢, -d @, also d w+ 0,
d. h. die entsprechende Variation der Anfangsprimie verschwindet
nicht.

Uberdies ist dann fiir s =0, 1, ..., r—1
s :‘vs(Ugil)-l—"K+l) 69'.&” =G,

daher folgt aus ¢,+0 auch U¥) — 7, 0, d. h. das j-te Risiko-
kapital verschwindet am Ende keines primienpflichtigen der ersten r
Versicherungsjahre.

Die hiemit fiir die Riicklagentrene gefundenen notwendigen Be-
dingungen erweisen sich im Spezialfalle » = n auch als hinreichend,
d. 1. es gilt folgender
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Satz 7: Bei einer Finzel- oder Sammelversicherung mit positiver
Anfangspriimie mégen fiir ein § (j =1, ..., m) die Zahlen ¢ ohne
Anderung der iibrigen Grundgrossen variiert werden. Damit diese
Variation in den ersten » Versicherungsjahren untrivial und rick-
lagentreu ist, ist es notwendig, dass das 9-te Risikokapital am Ende
keines priamienpflichtigen derselben verschwindet.

Ist diese Bedingung fitr » = n ertillt, so existiert eine unendliche
Schar der bezeichneten Variationen, und zwar geniigt es, in priimien-
pflichtigen Versicherungsjahren

(17) q. R U) _|_ . _,.ﬁ_t_.ﬁ__

yu se'tyen (wobei k1 0 eine beliebige so kleine Konstante ist, dass
g fitr s =20, 1, ..., n— 1 dasselbe Vorzeichen wie ¢!} hat und

! ] m
qs( < 1-— Z q(’) ist 1)), ansonsten aber g\ ungedindert zu lassen.

Jeder untrwmlen und riicklagentreuen Anderung der Zahlen
¢ in den ersten r Versicherungsjahren (0 <<r <n) entspricht eine
nichtverschwindende Variation der Anfangsprimie.

Beweis: Hs ist nur noch zu beweisen, dass die durch Iformel (17)
definierte Variation — untrivial und in der ganzen Versicherungsdauer

riccklagentreu ist. — Sie ist untrivial, nachdem die Anfangsprimie
positiv ist, also U — V¥, + 0 postuliert wird und aus (17) ¢, — i’ + 0
folgt. — Sie ist in der ganzen Versicherungsdauer riicklagentreu laut

speziellem Invarianzsatz. Finerseits verschwinden ndmlich fiir » = n
beide Seiten der Gleichung (7). Anderseits liefert die Binsetzung der g,
aus (17) in (15") fiir die Indizes s der primienpflichtigen Versicherungs-
jahre die Relation h, = k¢, d.i. die Gleichungen (8') mit z = k.
Diese Gleichungen sind aber auch fiir die Indizes der priimienfreien
Jahre mit z = k erfiillt, da dann A, = 0 und ¢, = 0 1st.

Bei gemischten und terme-fixe-Versicherungen mit nichtwachsender Priimie

verschwindet in der Regel das Risikokapital nur im letzten Versicherungsjahre,
IYine in der ganzen Versicherungsdauer riicklagentreue Anderung der Sterbetafel

1) Diese Bedingungen sollen sichern, dass die Zahlen g, ') den Charakter
(ma,lonm Wahrscheinlichkeitszahlen haben wie die Zahlen q(” Dabei bezeichnet

2. die Summation iiber alle von j verschiedenen Indizes . Von rein formellem
iFj
Standpunkt sind diese Bedingungen iiberfliissig.
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ist hier also bei Pramienzahlung bis Versicherungsablauf nur als «triviales Anderung
der Sterbenswahrscheinlichkeit des letzten Versicherungsjahres, hingegen bei
ahgekiirzter Primienzahlung gemiss Iormel (17) durchfithrbar.

In Widerspruch zum Satz 7 scheint ein Satz von Prof. Dumas ') zu stehen,
wonach eine riicklagentreue Anderung der Sterbenswahrscheinlichkeiten bei einer
lebenslinglichen Todesfallversicherung mit gleichbleibenden lebenslinglich zahl-
baren Primien unmoglich ist. Dumas verlangt aber stillschweigend, dass die
abgeiinderte Sterbetafel das Endalter der urspriinglichen aufweist. Allgemein
gilt folgender Zusatz zum Salz 7:

Ist der Endpunkt einer Versicherungsgesamtheit Singularititspunkt, so
existiert dann und nur dann eine untriviale und in der ganzen Versicherungsdauer
riicklagentreue Anderung der Zahlen q§7 ), bei der er Singularititspunkt bleibt,
wenn nicht nur die Bedingungen des Satzes T erfiillt sind, sondern auch das letzte
Versicherungsjahr pramienfrei ist.

Beweis: Der Endpunkt einer Versicherungsgesamtheit ist Singularitiits-

m
punkt, falls > qﬁi"_)l = 1ist. Da die Zahlen ‘L(;_)1 tiir ¢ -7 ungeiindert bleiben, liuft
i=1

die Zusatzbedingung auf die Invarianz von qfﬁl hinaus. Diese besteht gemiiss(17) fiir

¢, = 0. Umgekehrt folgt aus q;(jl) = q,(;’._)L laut (15") b, ; = 0 und aus der Riick-
lagentreue laut speziellem Invarianzsatz ¢, 7t = h, | = 0. Da laut Satz 7
dm 10 ist, muss ¢, ; = 0 sein, w.z b, w.

3. Sind bei blosser Anderung der Zahlen ¢{) nicht alle Punkte
t =0, 1, ..., n Fixpunkte der entsprechenden Riicklagenvariation,
so sind es auch nicht alle Punkte ¢ = 0, 1, ..., n — 1, nachdem sicher
t =n ein Fixpunkt ist. Ist also eine riicklagentreue Anderung der
Zahlen ¢ in der ganzen Versicherungsdauer unméglich, so ist sie
auch in den ersten m — 1 Versicherungsjahren unmoglich. Hingegen
besagt

Satz 8: Ist unter den Voraussetzungen des Satzes 7 eine in der
ganzen Versicherungsdauer riicklagentreue und untriviale Variation
der Zahlen ¢!) unméglich, so ist sie in den ersten n — 2 Versicherungs-
jahren dann und nur dann moglich, wenn ausser der hierfiir laut
Satz 7 notwendigen Bedingung das j-te Risikokapital am Fnde des
letzten oder vorletzten Versicherungsjahres nicht verschwindet. —
Soll iiberdies ein Singularititspunkt es auch bleiben, so verschiirft
sich letztere Bedingung dahin, dass das j-te Risikokapital am Fnde
des vorletzten Versicherungsjahres nicht verschwindet.

Beweis: Ist die bezeichnete Variation der Zahlen ¢/ in den ersten
n— 2 Versicherungsjahren mdoglich, so verschwindet laut Satz 7

1) 8. Dumas: «Sur les tables de mortalité, qui conduisent aux mémes réserves
mathématiques», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungs-
mathematiker, 1928,
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das j-te Risikokapital am KEnde keines primienpflichtigen dieser
Versicherungsjahre. Wiren dazu beide letzten Versicherungsjahre
priamienfrei, so wiirde das j-te Risikokapital tberhaupt am FEnde keines
priamienpflichtigen Versicherungsjahres verschwinden und die Va-
riation laut Satz 7 in der ganzen Versicherungsdauer moglich sein.
Da dies ausgeschlossen wurde, ist a;_zm{ca} + 0. Da iiberdies laut
speziellem Invarianzsatz a, o5 {h,} = a,591¢,}+ 6 7 und laut Satz 7
Sz - 0 ist, muss a, ,5 |k} +0 also A2, -+ k2, > 0 sein. Hierfiir is
aber angesichts (15') entweder UY) — TV _ +0 oder UV, —V, ,+0
erforderlich.

Sind nmgekehrt die Bedingungen des Satzes 8 ertfiillt, so dndere
man die Zahlen ¢\ fiir s < n — 2 gemiss Formel (17) und setze, falls

U, — 7, 40 ist,
Cpg + Vyg Op (1 _ Z Qn—?.)

oW

= gl GEAY
(]_ 81) U::'cy—)l — Vn—-i +k Cn1 U n— Vn- +k Cn1

’(7') . 1(‘7_)
falls UD, — T =0 ist,

k ¢

18 M8 s b ; g J .
( 2) QYI— Q)’l 1 + n_ (U(; 'V) n_2 (1 i qn_2) |_ Cn—l ]

Wie beim Beweise des Satzes T sieht man dann, dass dieangegebene
Anderung der Zahlen ¢!) untrivial ist und die Gleichungen (8') fiir
s=0,1, ..., n—38 und 2z = k erfiillt sind. Uberdies bestétigt eine
einfache Rechnung, dass die Gleichung (7) mit z =%k, r=n—2
erfilllt ist. Laut speziellem Invarianzsatz ist daher 6 V, = 0 fiiw ¢t = 0,
1, ..., n—2.

Es bleibt noch die Zusatzforderung zu erértern, die die Anderung
der Zahlen g\ ausschliesst, falls der Endpunkt Singularitétspunkt ist.

Ist UY), —V _, +0, so ist laut Formel (18,) ¢, = ¢\, Ist um-

n-1
gekehrt ¢ = qff_),, so folgt aus (15") h,, =0, und da oben die
Notwendigkeit von A2, + k2, >0 bewiesen wurde, muss dann
Mo 0, also auch U, — 7V, _ =+ 0 sein,
Satz 8 bildet die Verallgemeinerung eines von Prof. Dumas in der zitierten

Abhandlung bewiesenen Satzes, wonach bei einer lebenslinglichen Todesfall-
versicherung mit gleichbleibenden lebenslinglich zahlbaren Primien die Sterbe-
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tafel unter Beibehaltung des Endalters so geiindert werden kann, dassalle Deckungs-
riicklagen mit Ausnahme der letzten ungeiindert bleiben. — Bei dieser Versicherung
verschwindet niimlich in der Regel das Risikokapital iiberhaupt nicht. — Dasselbe
trifft natiirlich auch bei fallenden Priimien zu, so dass auch hier der Dumassche
Satz gilt. '

Ebenso wird ersichtlich, dass bei gemischten und terme-fixe-Versicherungen
eine untriviale Anderung der Sterbetafel moglich ist, bei der alle Deckungsriick-
lagen ausser derjenigen am Iinde des vorletzten Versicherungsjahres ungedndert
bleiben.

§ 3.
Vorzeichensitze fiir normale Variationen.

1. Bei Anwendung der Vorzeichensitze des Kapitels I auf normale
Variationen machen wir davon Gebrauch, dass Anfangs- und Endpunks
der Versicherungsgesamtheit Fixpunkte der Riicklagenvariation sind.
Mit Leichtigkeit ergibt sich

Satz 9 (spezieller Zeichenwechselsatz): Bleiben bei einer normalen
Variation die Grundgréssen (d.1i. v, ¢\, U}, o,) in den nicht pri-
mienfreien Zeitintervallen 0 <s <t <m, 0< T <5 <n unge-
dndert, so sind die Vorzeichen von 4 V, und d V, verschieden, falls die
Anfangspriimie eine Anderung erfihrt 2).

Beweis: Laut allgemeinem Zeichenwechselsatz geniight es zu be-
weisen, dags die Anderungszahlen g, in keinem der angegebenen Inter-
valle identisch verschwinden und fivr die Indizes s aus diesen Inter-
vallen keinen Zeichenwechsel aufweisen. — Nun ist g, = ¢, d w — b,
wobei b, eine homogene lineare Funktion der Variationen der Grund-
grossen ist. Far 0 <s < @ und T <s <n verschwindet daher h
zusammen mit diesen Variationen und es ist g, = ¢, - d 7, was wegen
¢, > 0 das Vorzeichen nicht wechselt und fiir 6 7 == 0 in keinem dieser
Intervalle identisch verschwindet, nachdem voraussetzungsgemiss die
Zahlen ¢, dort nicht identisch verschwinden.

Iiinen Spezialfall dieses Satzes bildet der Mosersche Zeichen-
wechselsatz ).

1) Vgl. A. Berger: «Uber den Einfluss einer Anderung der Rechnungsgrund-
lagen auf die Primienreserven», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer
Versicherungsmathematiker, 1936, wo dieser Sachverhalt fiir Lebensversicherungen
umschrieben wird.

#) Chr. Moser: «Der Zeichenwechselsatz», Mitteilungen der Vereinigung
schweizerischer Versicherungsmathematiker, 1914.
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2. Gewisse Ergebnisse von Haldy ') erweisen sich als Spezialfille des

Satzes 10: Sind bei einer normalen Variation die Zahlen h, nicht-
negativ, ohne identisch zu verschwinden, so fillt die Durchschnitts-
riicklage V;, (0 <t <Cn), wenn die Zahlen h, im nicht primienfreien
Intervall ¢ < s << m verschwinden, sie steigt, wenn sie im Intervall
0 < s <t verschwinden.

Beweis: Aus der Formel (16 b) folgt dann 6w > 0. Im ersten
Falle reduziert sich dabei g, = ¢, 6 w— h, fiir t <s <maufe¢, dmw > 0,
und fiir einen dieser Indizes, o, ist ¢, > 0, also auch g, > 0. Nachdem
der rechte Endpunkt des Intervalls (4, n) Fixpunkt von & V, ist, hat
8V, gemiss Satz 2 das entgegengesetzte Vorzeichen wie ¢,, also ist
0V, < 0. — Analog erledigt sich der zweite I'all, wobei ¢, = 1 zu
beriicksichtigen ist.

" 3. Bedeutend wichtiger fiir die Anwendungen ist der

Satz 11 (spezieller Zeichenbewahrungssatz): Bilden fiir eine
normale Variation einer Versicherungsgesamtheit mit positiven Pri-

: s ; l :
mienzahlen die Quotienten — (s =0, 1, ..., »—1) eine monotone
§
Folge, ohne konstant zu sein, so ist die entsprechende Riicklagen-

variation innerhalb der Versicherungsdauer iiberall positiv oder
itberall negativ, je nachdem diese Folge nichtfallend oder nicht-
wachsend 1ist.

Beweis: Laut Formel (16 b) ist

n-1 n—-1 h
" | " |
i ' 3
2 Es hs Es cs _C_
8 g 8=0 . s=0 8
=0 T on-l .
\ | 0/ 2‘1 '
Es Gs Es cs
§=0 S=0

ein mit positiven Gtewichten gewogenes Mibttel der Zahlen — . Ist
¢

deren Folge nichtfallend, so muss, da sie nicht konstant sind,

8

1) M. Haldy: «Influence des variations de I'invalidité sur les réserves mathé-
matiques», Mitteilungen der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathe-
matiker, 1930—1932.
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h h h
2Lcda< L also 90:00<67r,— 0>>O
00 Cn—l GO
hn-—l
und Gy =Gy | 07— — <0
n-1

h .
sein, und die Zahlen g, = ¢, (rﬁn———-s- wechgeln genau einmal ihr
CS

Vorzeichen. Daher sind die Voraussetzungen des allgemeinen Zeichen-
bewahrungssatzes mit &k, =0, ky =mn, s, =0, s, =n—1 erfillb
und fir 0 <t <n-—1 hat 6V, das Vorzeichen von ¢, also es ist

gy
8V, > 0. — Analog verliuft der Beweis, falls die Folge {—Li nicht-
wachsend 1ist. %

Der Satz 11 bildet eine Erginzung des speziellen Invarianz-

h

satzes, der denTall - = constans umfasst. Wie dieser, kénnte er
CS

auf den Tall erstreckt werden, dass bei ¢, = 0 auch b, = 0 ist, worauf

wir jedoch der Kiirze halber verzichten.

Einige Anwendungen seien angegeben:

a) Verschwinden bei einer Versicherungsgesamtheit mit positiven
Priimienzahlen die j-ten Risikokapitalien fiir ein festes § ( =1, ..., m)
nicht und werden die Wahrscheinlichkeitsgrossen ¢/ durch

) : k c
"§) — A1) 8 8
" =0+ =3
’ Vs U.f;?v)|~1 e e

ersetzt, ohne dass die iibrigen Grundgrossen geéndert werden, so
fallen die Durchschnittsriicklagen V, der Versicherungsgesamtheit fiir
0 <t < m, falls die Zahlenfolge {k,} nichtwachsend und nichtkonstant
ist, sie bleiben ungeiindert fiir konstantes k,, sie wachsen, falls die
Zahlenfolge {k,} nichtfallend und nichtkonstant ist.

Fir konstantes k, folgt dies niamlich aus dem Satz 7, andernfalls
aus dem speziellen Zeichenbewahrungssatz, nachdem hier die Formel

h
(15") — =k, liefert.

CS

Dieser Satz ist allgemeiner als ein analoger von Vasmoen ') fiir
den Spezialfall der Variation der Sterbensintensitit bei gemischten

1) Per Vasmoen: «Uber den Einfluss einer Anderung der Sterblichkeit auf
die Priamienreserve», Skandinavisk Aktuarietidskrift, 1935, Heft 1—2.
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Lebensversicherungen mit gleichbleibenden Primien mittels der
kontinuierlichen Methode gefundener. — (Damit darin die Zahlen
q.%) den Charakter analoger Wahrscheinlichkeitsgrossen wie die Zahlen
¢! haben, miissen sie denselben Einschriinkungen wie in Satz 7
unterworfen werden.)

b) Fir Finzel- und Sammelversicherungen mit gleichbleibenden
Priimien 7 und Renten g, sowie konstantem Rechnungszinsfuss ergibt
sich folgender Satz:

Ist die Durchschnittsriicklage eine nichtfallende Funktion der
Zeit, ohne konstant zu sein, so ist sie innerhalb der Versicherungsdauer
eine fallende Funktion des Rechnungszinsfusses.

Beweis: Hs kann hier ¢, =1 gesetzt werden und die einer Fr-
hohung des Rechnungszinsfusses entsprechenden Zahlen

/ )
v

Cs

bilden angesichts & » << 0 und der Voraussetzungen iiber V, eine
nichtwachsende und nichtkonstante Folge.

¢) In der Lebensversicherung ist fiir verschiedene Anomalien eine
additive Sterblichkeitserhéhung charakteristisch. Uber deren Wirkung
auf die Deckungskapitalien erhalten wir folgenden Satz:

Ist fiir eine Lebensversicherung mit gleichbleibenden bis Ver-
sicherungsablauf zahlbaren Primien und konstantem Rechnungszins-
fuss das Risikokapital eine nichtnegative und nichtwachsende Funktion
der Zeit, ohne konstant zu sein, so erméssigt eine additive Sterblich-
keitserhéhung deren Deckungskapitalien innerhalb der Versicherungs-
dauer.

Beweis: Bei additiver Sterblichkeitserhéhung d¢, = > 0 ist
hy=v B (U, ,—V,,,) und aus den formulierten Voraussetzungen folgt

hS-}—ll 8 by

ho , <h,c =1, also —— < —~ und die Zahlen — = h_ konnen
s-+1 §) Vs ’ 8

Cs 1y Cq Gy

nicht konstant sein, nachdem das Risikokapital nicht konstant ist.

d) Als wohl interessanteste Anwendung geben wir den kurzen
Beweis eines schonen, von Schaertlin ) fiir gemischte Lebensversiche-

1) (. Schaertlin: «Uber die Reservenrechnung mit Bruttopriimien», Ehren-
zweigs Assekuranz-Jahrbuch, 1890.
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rungen gefundenen Satzes an, den wir gleichzeitig auf «verallgemeinerte
gemischte Versicherungen», d.i. Versicherungen mit V, =0, U,(;"H
=T =1, (t=1, ..., m), gleichbleibenden Primienzahlen und kon-
stantem Rechnungszinsfuss erstrecken. Wir formulieren ihn folgender-
massen:

Bleiben bei Erhohung der Wahrscheinlichkeitszahlen ¢\ (fiir
ein festes 7 =1, 2, ..., m) die Durchschnittsriicklagen einer verall-
gemeinerten gemischten Versicherung mit Dauver » fir s =0, 1, ..., r
(r < m) ungedndert, so fallen dabei die Durchschnittsriicklagen einer
zweiten ebensolchen Versicherung — mit denselben Austritts- und
Eintrittswahrscheinlichkeiten sowie der Dauer » —fir t =1, 2, ...,
r—1.

Beweis: Es ist leicht zu zeigen, dass fiir die Durchschnittsriick-
lage ¥, einer verallgemeinerten gemischten Versicherung die Relation

1“"Vz:“1_ Gywitl]
B, agm {1}
gilt 1).
Bezeichnen wir die Versicherungswerte der ersten und zweiten
Versicherung entsprechend mit I und II, so folgen daher aus (15"
die Formeln

7 ; 11 B
8 Beaaaartd . ¥ Aoaieaitl ;
W Bt U . gl B =T __s__t'_a_r_fl_l{_} - oqi,

‘: - 8 nl
L By, 20,5 {1} Boo agmil}

Fir s =0, 1, ..., r—1 ist dabei laut speziellem Invarianzsatz
Wl =6 nl, also

1I I
ﬁs__ _]_"_s_ ds F1,r-s-1| {I]I aO,T\ {%}
1 I
on hs ds +1,n-s~1| {1} aﬂ,ﬂ {1 }

(
2,111}

11 +1,r-s-1] 1
und bt =K = o
as-+1,u—s—1|{ }

') Diese Verallgemeinerung der fiir gemischte Lebensversicherungen bekannten
Relation

Satt,nl]

Elw,'r';]

ergibt sich aus der Formel (2) unter Beachtung von (11 N) und (13).

1—,V

&

T
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11
wobei K = da! Ao, 1 {—
20,711}

sr—s l11 E +as + 1, r—s— l]{l} .

eine positive Konstante ist.

Nun ist

as,'n—'s_’, {]‘} F e g +1,n-s-1] 1}
I 11
| I |
ds +1,7-5-1 11} as—iﬂl,o‘—S*llll} as+l,5:s:TJl]'}'
= ( ; o ’
Hytimaa] b 4 s 11,51 11
Ay 11, r—fswl]{l '—ar n—4|11}

11
daher fallen die Zahlen A =
. !
Zeichenbewahrungssatz 6 Vi <0 fiw ¢ =1, 2,

—— mit s, woraus gemiiss speziellem

.., r—1 folgt.

Noch weiter als der spezielle Zeichenbewahrungssatz reicht

Satz 12: Wechseln fiir eine normale Variation einer Versicherungs-

gesamtheit mit positiven Priamienzahlen die Differenzen 4

j
YO )

Cs

.., n— 2) hochstens einmal das Vorzeichen, so wechselt die ent-
sprechende Riicklagenvariation d ¥, fiir 0 << s << n das Vorzeichen nicht,

Lﬂ“ L

. by
falls 6 w zwischen — und

CO Grr—l

einmal, wobel sie vor dem Zeichenwechsel das Vorzeichen von § w — —

hat.

Beweis: Es sel z. B.

/ h
A2 cofir0<s<a, 4-

C, Cs

>0t o< s <

Bezeichnen k& und ! die so angeordneten Indizes 0, n —

: h, . . h
TE < T sty wo st fir — < 0

6 ¢ ¢

L ¢ v t

punkten k,

s \ s

h, h ) h h,,
>0 gowie g, =¢, (dn— ) ¢, | ——
¢

liegt; anderenfalls wechselt sie es genau

hy

Co

<n—2.

1, dass

h
<— im Intervall I, mit den End-
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also g, > 0; im Intervall I, mit den Endpunkten o, ! kann aber

L - .
4, =6, (6 T — —S-> héchstens einmal das Vorzeichen wechseln, nachdem
C .

S

h
dort die Zahlen s monoton sind. Da beide Intervalle den Punkt o
e

s
enthalten, wechseln in diesem TFalle die Zahlen ¢, fiir 0 <s <n
hochstens einmal das Vorzeichen, und laut allgemeinem Zeichen-

bewahrungssatz wechselt 6 V, fiir 0 << s <<n das Vorzeichen nicht.

Andernfalls geniigt aber 7, als mit positiven Gewichten ge-

h b, h
wogenes Mittel der Zahlen —, der Ungleichung —* > é 7 > —“und
& ¢ e
¢ Llc . hz. hrr - .
wegen — > — auch der Ungleichung — > d > -". Da die Zahlen
Cz C/: Cl 06

—~ in jedem der Intervalle I,, I, monoton sind, wechselt dann

g, n

g, =0, (én — f—) in jedem derselben genau einmal das Vorzeichen,
8

also zwischen s = 0 und s = » genau zweimal. Laut Satz 5 wechselt

daher 8 V, fiir 0 << s << n genau einmal das Vorzeichen, und zwar hat

h
: : 0
es vor dem Zeichenwechsel das Vorzeichen von ¢, = ¢, (6 == o= |

Co
ho . , .
also von d w — — . — Analog erledigt sich der Fall: 4 —= > 0 fir
Co ¢
hy )
0 €£s8s<o, d—<0fire<<s<n—=2
CS

Aus dem Satz 12 folgen fiir die unter «) bis ¢) angegebenen An-
wendungen des speziellen Zeichenbewahrungssatzes aufschlussreiche
Erweiterungen, deren Formulierung wir dem Leser tiberlassen.

Schlusswort.

Blicken wir kurz auf den durchschrittenen Weg zuriick.

Das rein formelle Studium gewisser Summendarstellungen haben
wir zunéichst fiir die Ableitung einiger allgemeiner Riicklageneigen-
schaften verwendet, um nachher ein Instrument fiir die Untersuchung
der praktisch bedeutungsvollen Klasse normaler Variationen zu
schaffen.
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Die Brauchbarkeit des letzteren konnte im beschrinkten Rahmen
dieses Kapitals lediglich an einigen Anwendungen demonstriert werden.
Diese entsprachen hauptsiichlich der einfachsten Annahme einer
Variation einer der Wahrscheinlichkeitsgrossen ¢!, ohne Anderung
der iibrigen Grandgrossen. Der weite Bereich der normalen Variationen
umfagst aber eine unendliche Mannigfaltigkeit komplizierterer Tille,
auf die die bewiesenen allgemeinen Sitze ebenfalls spezialisiert werden
konnen, wozu nur die Berechnung der entsprechenden Werte b,
erforderlich ist.

So wird z. B. in der zitierten Abhandlung von Haldy der Einfluss
einer Variation der Invalidisierungswahrscheinlichkeiten 4, auf die
Deckungskapitalien der Invaliditdtsrentenversicherung eines x-jihrigen
(mit gleichbleibenden wihrend der Aktivitit prinumerando zahlbaren
Prdmien) unter Voraussetzung der Invarianz folgender Versicherungs-
werte untersucht: der Wahrscheinlichkeiten ¢% , dass ein (z 4 s)-
jihriger Aktiver binnen Jahresfrist als Aktiver stirbt, des als konstant
angenommenen Rechnungszinsfusses und der vorschiissigen Leib-
rentenwerte der Aktiven, aj ;. Aus diesen Annahmen und den Formeln

@ \ i . A \, 40
am-}—s =1 + ?”’a:4|—s a-a:~|-s-i-1 + v (1 Q’x-l—s Qm+s) a:c+s+1 ’

aaa}
] Al A xS
Vo =az,—a; a
@

a

. I By B %
folgt aber hy=v—2az\ 1" 0%,
T

und die Finsetzung dieses Wertes in die gefundenen allgemeinen Sétzo
liefert sofort verschiedene der Haldyschen Ergebnisse.

Ausser der offenbaren arbeitsokonomischen Vorteile erméglicht
die durchgefithrte Untersuchung erhéhtes Verstindnis fiir manche
bereits bekannte Spezialergebnisse. Auch dies moge sie rechtfertigen,
und zwar im Sinne der treffenden Worte des Herrn Prof. Dumas !):

«On ne peut trouver les formules et les méthodes les meilleures
que si I'on comprend extrémement bien le phénoméne auquel elles
s’appliquent; les études d’ensemble sur la théorie mathématique des
assurances garderont toujours leur raison d’étre.»

1) 8. Dumas: «L’Association des actuaires suisses et son but», Mitteilungen
der Vereinigung schweizerischer Versicherungsmathematiker, 1937, Heft 33.
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