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De la fonction d’événement
d’'un ensemble ouvert variable

Par Aljred Maret, Neuchdtel

I

19 Dans une remarquable publication due a Tarpan [1]1), la fone-
tion d’événement d’un ensemble ouvert variable a été réduite a la
connaissance de la fonction de renouvellement de Moser [2]. Nous
nous proposons de démontrer deux nouvelles relations. La premiére
permet de calculer directement la fonction d’événement d’un ensemble
variable a partir d’'un ensemble constant. Avec la seconde relation
nous poursuivons le méme but, mais par 'intermédiaire d’une nouvelle
fonetion. Nous visons donc en quelque sorte a faire le contraire de ce
qu'a fait T'arjan. Finalement nous ordonnerons en un tout homogene
les principales relations concernant le report d’événements d’un en-
semble sur un autre.

Nous distinguerons tout d’abord trois types d’ensembles:

a) I’ensemble du premier type ou U'«SF».
Ainsi nous désignons un ensemble fermé (ne se renouvelant
pas) et dont nous normons le nombre initial des éléments a «1».
[’évolution de cet ensemble est caractérisée par la fonction
bien connue p({).
b) I’ensemble du deuxieme type ou '« LOCH.
(Cest U'ensemble ouvert (¢’est-a-dire se renouvelant) et cons-
tant dont nous normons également le nombre des éléments & «1».
¢) L’ensemble du trowsiéme type ou '« OV ».
Ce type représente I'ensemble ouwvert et variable (non cons-
tant). Convenons ici aussi que le nombre des éléments considérés
au moment { = 0 soit «1».

1) Les numéros entre [ ] renvoient a la liste des ouvrages cités.
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Les conventions adoptées nous permettent de faire sans autre des
comparaisons d'un ensemble & I'un des deux autres et de déduire des
relations simples, sans pour cela diminuer la généralité des déductions.

20 Afin de pouvoir effectuer ces comparaisons encore plus simple-
ment et sans devoir employer trop de texte, nous voulons en outre
introduire un systéme de symboles uniformes. A ce sujet nous nous
permettons de faire remarquer que la relation que nous avons publiée
dans les Actes du dernier Congres international [3], est le résultat
d’une intuition que nous n’aurions pas eue, si nous n’avions pas soumis
les symboles employés jusqu’alors dans ce domaine a une critique
serrée. Nous sommes persuadés qu'un systéme de symboles con-
venablement choisis et ordonnés, bien qu’irrelevants pris isolément,
révéle par lui-méme des résultats qui sans cela pourraient rester in-
connus. Un tel systéme permet une vue d’ensemble exacte en méme
temps que rapide sur un domaine, ce qu'une déduction utilisant une
notation prise au hasard ne permet pas. Il en résulte aussi une éco-
nomie de temps pour celui qui veut simplement sinformer ou qui
veut comparer rapidement divers travaux. On ne sauralt vouer trop
de soin a la notation comme telle.

30 Pour les différentes fonctions qui seront utilisées, nous intro-
duisons les symboles suivants en désignant par des lettres minuscules
les fonctions de I'EF et par des majuscules les fonctions de 'EO en
distinguant par U'indice «e» les fonctions de 'EOC de celles de I'EOV:

Dang un _ e s
EF 12OC EOV
a) la fonction générale ¢IEvé-
nement» Yy Y, 4
b) les fonctions particulieres
10 «Livolution» P i P
[avec les normes pl0y=1 | B=1 |B=1%)]
20 «Renouvellement » f F F

*) Voir remarque aux pages 98/99 de [1].



— 323 —

Le symbole F, représente la fonction de renouvellement que Moser
désigne par ¢(f).

La fonction f(t) se rattache facilement & des fonctions connues:

f) = — ' = pO

Dans le travail déja cité nous avons montré que la fonction f(t) de
I'ET" correspond & la fonction de renouvellement F, de I'EOC.

Afin de simplifier encore la notation, nous représenterons I'inté-
orale générale
t t
[A(s) B(t—s)ds = [A(t—s) B(s)ds
0

0

simplement par

et nous laisserons généralement tomber aussi la variable simple ¢
(temps) des différentes fonctions.

11

40 Passons maintenant & 'énoncé et & la démonstration des nou-
velles relations. Nous supposons que le travail de Tarjdan est connu
et nous ne relevons ici que sa derniere relation qui est aussi la plus
importante. Dans la notation adoptée, celle-ci s’écrit

Y=y+ [Fy+ [Py+ [Py (1)
ol

@ = [P'T,

En appliquant & (1) la transformation de Laplace (transformation L)
et les «théoremes de plissement» (Ifaltungssiitze) [4], nous pouvons
aussl écrire

L(Y) = L(y) + L(y) L(E,) 4 L(y) L(F') + L(y) L(P") L(F) (1)

50 La premuére relation que nous voulons démontrer est

Y=Y, [P'¥, (I)
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Démonstration

En soumettant I'égalité (I) a la transformation L et en appli-
quant les «théorémes de plissement», elle devient

L(Y)=L(Y,) + L(P) L(Y,) (2)

Si, d’autre part, nous soumettons aux mémes transformations une
relation pour Y, de Moser, nous avons encore

L(Y,) = L(y) + L(y) L(F) (3)

La valeur L(Y,) de (3) introduite dans celle pour L(Y) de (2) donne
(1 @). La relation (I) est ainsi démontrée. La démonstration directe
est aussi possible. On l'obtient au moyen du théoreme de Dirichlet
et de fagon analogue a celle que nous avons développée dans [3].

Nous formulerons ce premier résultat comme principe de super-
position pour la fonction d’événement dun EOV: L’événement Y
d'un EOV se compose additivement de Uévénement Y, de l'ensemble
watial considéré comme un EOC et de tous les cvénements des variations
successwves de cet ensemble considérées comme des EOC.

Sous réserve des normes adoptées, il est done possible d’obtenir
directement la fonction d’événement d’un EOV par la connaissance
de la fonction d’événement de 'EOC ayant les mémes fonctions de
base y et p et de la fonction d’évolution de 'EOV. Ce résultat nous
parait étre de quelque importance.

S1 nous posons comme cas particulier un EOC, si done nous pos-
tulons

P =0
alors nous avons
& =

C
comme cela doit étre.

6° La deuzieme relation dont nous voulons faire la démonstra-
tion est

Y = y*+ [Fyp* (D)

vy =y+ [Py (ILa)




s QOB
Démonstration

De maniére analogue a (I), la relation (II) peut s’écrire

L(Y) = L(y*) + L(F,) L(y*) (4)
et (Il a)
L(y*) = L(y) + L(P’) L(y) (5)

En introduisant (5) dans (4), nous obtenons de nouveau I'égalité (1a).

Nous voulons également énoncer (II) comme principe de super-
position:

L’événement Y d’un EOV se compose comme Uévénement Y, d'un
EOC, mais Uévénement y(t) correspondant a ULE est a remplacer par
la valewr intermédiaire

y*=uy+ [Py

S1 nous posons & nouveau le cas particulier

=
nous avons

y* =1y
et, comme 11 se doit

Y=¥%,

70 En comparant les relations (I) et (II) on obtient encore la
relation de récvprocité

Y, 4+ [P'Y, = y*+ [Eys

hY

ol
Le cas particulrer

donne
Y. =y+Fy

qui est la relation de Moser utilisée précédemment sous (3).
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111

80 Récapitulons les formules principales permettant le calcul
de Y, et Y.

A. Relations entre fonctions des ensembles du premaer et deuxiéme
type (Moser, Maret):

@) Y,=y+ [Fy avec F=f+ [Fj
b) Y, =y+ [Y,f

B. Relations entre fonctions des ensembles du premeer et troisiéme
type (Zwinggi [5], Tarjan):

a) Y=y+4 [Fy avee F=P +f+ [Ff
b) Y=y+ [Yf4+ [Py

(. Relation entre fonctions des ensembles du deuxiéme et troisieme
type (Maret):

Y=Y,+ [P,

D. Relations entre fonctions des ensembles des trois types (Tarjan,
Maret):

10 Y=y+ (Fy+ [P'y+ [®y ou &= [PTF,
20 Y=y*+ [Fy* ou y*=y+ [Py

90 Il est mtéressant de constater que dans A et dans B, a 'ex-
ception du dernier terme de la relation Bb, le role deg formules de
type a et b est interverti si, au lieu de procéder du particulier au
général, on part du général pour arriver au particulier, c¢’est-a-dire
d'une fonction d’événement d'un ordre supérieur a la fonction d’événe-
ment d'un ensemble d’ordre inférieur. D’aprés notre récapitulation
il semble que le tour complet du vaste probléme du renouvellement
d’ensembles et du report d’événement d'un ensemble sur un autre
est maintenant fait. Les noms de Moser, Friedli, Hadwiger, Kreis,
Rachter, Saxer, Tarjan, Wyss, Zuwinggr et d’autres encore y sont étroite-
ment associés et I'équation intégrale du deuxiéme genre de Volterra
est I'équation-clé dune représentation simple des questions fonda-
mentales qu’il avait suscitées.
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