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Ein Verfahren zur Bestimmung der Rendite
von festverzinslichen Anleihen

Von E. Zwinggi, Basel

Die Bewertung der festverzinslichen Anleithen (Wertpapiere) zu
«mathematischen Kursen» kann von zwei Voraussetzungen ausgehen.
Beim ersten. Verfahren (Renditemethode) ist der Bewertungszinsfuss
vorgeschrieben; aus dem Tilgungsplan, den Zinsterminen und der no-
minellen Verzinsung sind die jeweiligen mathematischen Werte (Kurse)
auf Grund des gegebenen Bewertungszinsfusses ohne jede Schwierig-
keit berechenbar. Beim zweiten Vorgehen (Anschaffungswertmethode)
ist der Anschaffungswert (Kurs) als bekannt anzunehmen. Aus diesem
Wert, ferner aus dem Tilgungsplan, den Zinsterminen und der nomi-
nellen Verzinsung ist zuerst die Rendite (effektive Verzinsung) zu be-
stimmen; sobald diese berechnet ist, lagsen sich die jeweiligen mathe-
matischen Werte ebenfalls leicht ermitteln. Das Hauptproblem beim
zweiten Verfahren besteht somit in der Berechnung der effeltiven Ver-
ZINSUN).

Wir wollen im folgenden ein Verfahren entwickeln, das mit ver-
hidltnismissig geringem Rechenaufwand die effektive Verzinsung von
festverzinslichen Anleihen zu bestimmen erlaubt; dabel wollen wir mog-
lichst allgemeine Annahmen iber Tilgungsplan, Zinstermine und Lauf-
zeit treffen. Allerdings scheint es dabei einfacher, einige Typen heraus-
zugreifen und unabhéngig fiir sich durchzurechnen, statt allgemein den
umfassendsten IFall anzusetzen. Es ist dann ohne weiteres méglich, die
verschiedenen Typen miteinander zu kombinieren.

Die Losung der gestellten Aufgabe ist sinnvoll, auch wenn die
Bewertung auf das erste Verfahren gestellt ist. Der Gliaubiger will
nicht nur die mathematischen Kurse kennen, zu denen er bilanzieren
muss, sondern er méchte auch wissen, wie die Anleihen sich effektiv
verzinsen,
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1. Typus A

Kennzeichen: Keine vorzeitige Kapitalriickzahlung (Tilgung), kiinf-
tige Laufzeit ganzzahlig, Zinszahlung unterjihrig, nomineller Zinssatz
zeitlich konstant.

Wir bezeichnen mit

n: ganzzahlige kiinftige Laufzeit;
: Rickzahlungswert der Kapitaleinheit;
15: nomineller Zinssatz (zeitlich konstant);
1: effektiver Zinssatz (zu bestimmen);
m: Anzahl Raten der Zinszahlung;

K,: gegebener Anschaffungswert der Kapitaleinheit;

1

By, = ;

0 141,
1

i == -
142

Iar die Kapitaleinheit gilt der Ansatz
Ky = R, 0"+ 1 ™ag;. (1)

Zur Bestimmung von @ aus (1) stehen zwei Wege offen:

a) Der Barwert (™ 1 wird durch eine der bekannten Naherungen er-

m—1) (1 —o"
setzt, z. B. Mag ~ o+ ( ) ( ) :
2m

b) der Barwert ™a,; wird genau ausgewertet.

a) Ndaherungslosung

(m — 1) (1 —2")

Mit Moz = a5+ - und oz = a;;p—1 kann (1)
geschrieben werden als
. ' (m—1)14\ . (m—+ 1)1,
— N UL T ST A /0 9
K, = (R - ) o+ fo i T (2)
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Aus (2) ist © zu bestimmen. Die Loésung gestaltet sich einfach,
wenn wir

v = (1+ ¢ 3)
setzen und vorerst nach ¢ auflosen. Wenn noch

(m—1)1,

2m

R =R, —

n

(4)

bedeutet, erhalten wir aus Eo" = R (1 + &)"+}) bei Entwicklung von
(14 &)" in die Binomialreithe mit

my = v, l
m, = not,
' _ el )
my = (n®—mn) vy, l
die Reihe
= , "
R@”zR(m0+ewzl—|—82?+... . (6)
Wird weiter (3) in a;7g; eingefiihrt, so folgh fiir 19 a5 mit
mg = a1 (1'0) ’
, (o) — (0 4 1) o
7711 — )
1—w, _
n 1 (I)
. 2my n(n -+ 1)o07F
my, = 2 - )
die Darstellung 1)
. / " n ?n”
iy By o= '10(7n-0-}—3m1—l—52—2~'3+...>. (8)

1) Es ist iiberfliissig, die Ableitung hier zu wiederholen. Man hat in den
Formeln (25), (26) und (27) der Abhandlung «Un procedimento per determinare
il saggio d’interesse di rendite vitalizie e rendite certe» bloss n durch n + 1 zu
ersetzen.
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1)
1% 4 tolgt mit
m

Weil K, = (2) = (6) + (8)—

, (m 1) 9
M, = Bmy -+ iymg————"—
2m

M, = Bm, +1,m;, (9)
M, = Rm, -+ iym,,
die Reihe N M,
Ko=My+eMytet 2. =
- MO+8MI(1+§ L)~
SR :
M+t (10)
’ eM,
23,
Sei A = Ny—M,; (11)
dann ist aus (10) . 24 - M, (12)
A-My+2M2’
und aus (3) S 141, q (13)
1+ ¢ . B

Damit ist die gestellte Aufgabe gelost; die Berechnung der my,
L — i ) . . -
m, und m, aus (5), der my, m; und m, aus (7) und schliesslich der M,,
M, und M, aus (9) 1st sehr einfach.

Spezialfall: R, = 1 (Ruckzahlung zu pari) und m = 1 (jihrliche
Verzinsung). Man rechnet aus (4), (5), (7), (9) und (11) leicht nach,
dass gilt

Be= ],
MO — ]. 3
‘Z\Jl = aﬂ(?‘ﬂ)! (14)
2
M, = — (M, —nd),
l
A= K,—1.
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b) Genaue Lisung

Gleichung (1) ldsst sich schreiben als

P 1 n , - \ &
K, = R,»" +1, ((m)aﬂﬁg +”) = (Rn +i")vﬂ iy Mag— 2.
m m m, m
Wir setzen _ 3 15)
R = R,+—, (16)
m
ferner v = (1 4 8) g,
L+ =1+,
" = 9 = (14-¢,)0i™ = (14 &,) v,
_ 1 (17)
’UO = =
1+ 1,
- 1
D= —,
1+4
und erhalten fiir R — T (14 e )™,
und nach Entwicklung in die Binomialreihe mit
Ty == v [
m, = nmuy, (18)
m, = (n2m®—nm) o}, [
die Beziehung — —=/—, o M,
Rv":R(mo—ksml—i—gz?—k. ) (19)

Das zweite Glied in (15) formen wir folgendermassen um. Ls ist,
unter Beifiigung des Zinssatzes zu den Symbolen,

_ _ 1 ’”’3"1 i m'}-l_ ' "m;1
- N = t) _(t) 2 Vot
_—ma"m‘ [a) == m?g( (1 £, 1 9 sm—}«...)vﬂﬁ

g B ) o

Tﬂ a1
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wobel [entsprechend (7)] gelten

- - 1— g
My = Az (g) = =7
1—uw,
_ﬁ” _ arm|([i0) _thm-fagm
! 1—7, ’ (21)
., 2m;  ammm—1)p"
2= = — ’
19 11—,

m (22)

.........

s0 wird _ _ M,

woraus mit A =K,—M, (23)
schliesslich 24 - M,

(24)

Ist ¢,, bestimmt, so folgt aus (17) fur
e=(1-4+¢,)"—1, (25)
und , 149
' 1 + ¢

Der Spezialfall B, =1 und m =1 fihrt auf die frithern Be-
ziehungen (14).

.. (26)
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Beispiel zu Typus A fiir Genauigkeit des Verfahrens

Annahmen: Laufzeit n = 20 oder n = 30; Rickzahlungskurs
E, = 1; nominelle Verzinsung 1, = 3 %,; Anschaffungswert K so fest-
gesetzt, dass die effektive Verzinsung @ genau 29, oder 2,59, oder
3,5%, oder 49,
a) Jihrliche Zanszahlung

n = 20 n = 30
‘i -
genau % 1
K, genahert K, genihert
% % »
2,0 1,1635 2,0023 1,2240 2,0044
2,5 1,0779 2,5003 1,1047 2,5005
3,5 0,9289 3,4997 0,9080 3,4995
4,0 0,8641 3,9977 0,8271 3,9958

b) Halbjihrliche Zinszahlung

=290 n = 30

% - :

genau % ) )
K, *) genihert genéhert K, genihert
% nach (a) nach (b) nach (a)
2,0 1,1660 2,0023 2,0023 1,2273 2,0044
2,5 1,0809 2,5003 2,5003 1,1086 2,5005
3,5 0,9327 3,4997 3,4997 0,9129 3,4995
4,0 0,8682 3,9978 3,9978 0,8323 3,9958
*) Weil die Genauigkeit der beiden Verfahren zu priifen ist, miissen je
nach dem Vorgehen [Naherung fiir (man] oder genaue Auswertung] zwei ver-
schiedene K, vorausgesetzt werden. In der angegebenen Stellenzahl unter-
scheiden sich jedoch die beiden Werte infolge Rundung hichstens um 0,0001.

2, Typus B

Kennzeichen: Keine vorzeitige Kapitalriickzahlung (Tilgung),
kiinftige Laufzeit gebrochene Anzahl Jahre, Zinszahlung jahrlich (der
Ansatz wiire ohne weiteres auf unterjihrige Zinszahlung ausdehnbar),
nomineller Zinssatz zeitlich konstant.



Wir bezeichnen mit
n— h: kiinftige Laufzeit, wobei n ganzzahlig, 0 << h < 1;
R, : Rickzahlungswert der Kapitaleinheit;
1: nomineller Zinssatz (zeitlich konstant);
1: effektiver Zinssatz (zu bestimmen);
K,: gegebener Anschaffungswert der Kapitaleinheit.

Fir die Kapitaleinheit gilt die Beziehung
K, = R "+ z0™ a; = R, P — o 1, 'u“hanTil. (27)

Die gliedweise Umformung mit den gleichen Ansdtzen wie bei
Typus A fithrt auf

/ mo
n-h . 2 & ¢
Ry = Rn(moJreml{—g ?I_+ > (25)
mit my = U3,
my; = (n—h) o7,
my = (n—h) (n—h—1)7",
.
ferner auf '
ot f ! ol r oy op M
U = My | Mgt EMy F e (30)
. I ‘_)'
mit Wy = T,
! ~I
m, == —he",
! 0 (31)

sodann auf

! \ "
SR o, ’ 'L 2?732 1 sz
WU A5y = 'Lo("”u"‘gmi B =+ s ('mo—kgml—{— e— 4 ...
\ -

"

mib My = 3z (o)

. 2my m(n41)opt?

Ny = ——— — -

)




— 6 —

und schliesslich bei Ausmultiplizieren in (32) auf

. ] 1 1 mz

/

- " r "
mit My = My My,
1 ! " ! "
m; = m’0m1+m1m0’
Iy ! " ! 1 ! "
My = MyMy + 2my my -+ mymy,

Weil K, = (28) — (30) 4 (34) 1st, kann man schreiben

/]

1

2

Ko = My+eMy+ 2

. . 7 1
mit M, = R, my—1y(my—my ),
+ ! 1t
M, = B, my—iy(my—my),
. ! mnr
My, = R, my—iy(mg—my ),

Endlich folgt mit A = K,— M,

wie frither oA M
sy
ST AM, 22

Beispiel zu Typus B fiir Genauigkeit des Verfahrens

(34)

(37)

(38)

(39)

Annahmen: Laufzeit: n = 20, h = % ; Ritckzahlungskurs R, = 1;
nominelle Verzinsung 1, = 39%,; Anschaffungswert K, so festgesetst,
dass die effektive Verzinsung ¢ genau 29, oder 2,5%, oder 3,59, oder

49%,.
7 T
genau K, genihert

% %
2,0 1,1751 2,0022
2.5 1,0913 2,5003
3,5 0,9451 3,4997
4,0 0,8812 3,9978
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3. Typus C

Kennzeichen: Vorzeitige Kapitalriickzahlungen (Tilgung), kiinftige
Laufzeit ganzzahlig, Zinszahlung jéhrlich und zeitlich variabel.

Wir benennen mit
n: ganzzahlige kiinftige Laufzeit;
T,: Nommalbetrag der jdhrlichen Kapitalriickzahlung (jahrliche, nach-
schiissige Tilgungsquote);
R,: Rickzahlungswert der Kapitaleinheit;
1,: nomineller Zinssatz (1, bezieht sich auf das Zmsjahr t—1 bis {);
1 effektiver Zinssatz (zu bestimmen);
K,: gegebener Anschaffungswert der Kapitaleinheit.

Die Anfangsschuld sei «1». Dann ist die Restschuld (nach Zahlung
der Tilgungsquote) im Zeitpunkt ¢ dargestellt durch

i
U, =1->1T,. (40)
i=1
Far die Bestimmung des effektiven Zinssatzes gilt die Relation
Ky = >R T, +1,Upy). (41)
i=1
Wir setzen wiederum v = (14 ¢) v, und erhalten aus (41), wenn
noch ;
. a(t) = vo(B, T, +1, Upy) (42)
bezeichnet,
c c < [ QYL
Ky =S+ =l f)+gz(1)a(f)+ezl(2)a(t)+....
faed t=1 =1 t=1 (43)

Ahnlich den Summen der diskontierten Zahlen der Lebenden
s Bz 82,

.., gelten, wenn allgemein

'n
0 R
P = > a(d),
"y
n
1
P — N @)
=t
n
r'2 = (
DR = Al] oY,
=i



---------------

Damit folgt aus (43), wenn noch

fur

woraus mit -

M, = &,
M, — @,
M, = 2P — @),

I

gleichlaufend wie bei Typus A

und

Beispiel fiir das rechnerische Vorgehen bei Typus C

24 - M,
A-M,+ 2M?

E =

: 141,
1= —1.
1+ ¢

(44)

(46)

(47)

(48)

Annahmen: Laufzeit n = 5; Tilgungsquote T, = 0,2 (jéhrlich
gleichbleibend); Riickzahlungskurse B, von 1,000 jihrlich um 0,005
auf 1,020 steigend ; nominelle Verzinsung 7, = 39%,; Anschaffungswert
K, = 1,03 789 (entspricht genau einer effektiven Verzinsung i = 29).
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Tilgungsplan Fiir Berechnung von 4 nétig
t
. Ry Ty 4
T¢ | Ut oy U1l By | By T q-’;: Ui:; o (t) GD(tO) di(ll)
0 1,0
1 (0208|0030 1,000]0200] 0230 | 022330 | 1,00888 | 2,92128
2 102106 0,024 1,005| 0,201 0,225 0,21 208 | 0,78 558 | 1,91 240
3 10204 0,018( 1,010] 0,202 0,220 0,20133 | 0,57350 | 1,12 682
4 10202 0,012| 1,015 0,203 0,215 0,19102 | 0,37217 | 0,55 332
5 02|00/ 0006 1,020] 0204|| 0210 | 0,18115 | 0,18115 | 0,18115
o) = 6,69 497
K, = 1,03 789 (gegeben), PP = 6,69 497,
M, = &\ = 1,00 888, M, = 2(9P) — @) = 7,54738,
M, = &) = 292128, A = K,—M, = 0,02 901,
i e 0,009805, i— T 1 _ 1099999
g = = My ’ L = —+i =54 0
A.M,+ 2 M 1+4¢ _—
1 genau = 29%,.

Beispiel zu Typus C fiir Genauigkeit des Verfahrens

Anmahmen: Laufzeit n = 20; Tilgungsquote T, = 0,05 (jahrlich
gleichbleibend) ; Riickzahlungskurse R, von 1,0000 jahrlich um 0,0025
auf 1,0475 steigend ; nominelle Verzinsung v, = 3 %, ; Anschaffungswert
K, so festgesetzt, dass die effektive Verzinsung 1 genau 29, oder
2,5%, oder 3,59%, oder 49,.

1 1
genau K, gendhert
% %
2,0 1,1093 2 0008
2,5 1,0610 2.5001
3,5 0,9735 3,4999
4.0 0,9338 3,9992




4. Berechnungen des mathematischen Wertes
in einem spitern Zeitpunkt

Aus dem Anschaffungswert K, und den Gegebenheiten des An-
lethens (Tilgungsplan, nominelle Verzinsung, Laufzeit usw.) sowie aus
der nunmehr bestimmten effektiven Verzinsung ¢ ist der mathematische
Wert fiir einen spitern Zeitpunkt ohne Mithe durch Rekursion be-
stimmbar. Sei K, der mathematische Wert der Kapitaleinheit im
Zeitpunkt ¢. Dann gilt geméss Definition z. B. fir den Typus C

K, U, = Z VR, T, + 1, U,).

A=t+41

Bilden wir K, U,— K, , U, ,, so ist

KigywU+RBiy T+, U,
144 ’

Weil aber K,U, = 0 ist, folgt aus (50) mit ¢ = n—1

KU, =

Rn Tn + {n U’n—l
144 )

'Kn—l LTn—l =

Allgemein gilt dann fiir die Rekursion «von oben herab»

Knv-t Un—t + Rn—t Tn—t + ?’ = Un—t—]
'

K U, . =

n=t=1 ~ n-
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