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Hyperbolische Interpolation mit Restglied

Von E. Rufener, Ziirich

Herrn Prof. Dr. H. Jecklin zum 60. Geburtstag

Zusammenfassung

IMiir die Ermittlung der Koeffizienten der einer Funktion y = f(z) zugeordneten
Interpolationshyperbel wird ein Algorithmus entwickelt ; ausserdem wird eine formel-
Miissige Darstellung fiir das Restglied bei hyperbolischer Interpolation hergeleitet.

1. Algorithmische Darstellung der Koeffizienten
der Interpolationshyperbel

In der von H.Jecklin und Mitarbeitern entwickelten Methode der
hyperbolischen Interpolation?) wird eine Funktion y = f(z) durch eine
Hyperbel mit achsenparallelen Asymptoten ersetzt. Da nach Steiners
Hauptsatz iiber die projektive Erzeugung der Kegelschnitte die aus den
unendlichfernen Berithrpunkten der Asymptoten nach den Hyperbel-
bunkten gezogenen Strahlen zwei projektive Biischel bilden, ldsst sich
die Gleichung der Interpolationshyperbel in formal einfachster Gestalt

durch (YoY1Yay) = (To2y 2, ) (1)
wiedergeben. (z,/y,), (7,/4,), (24/y,) sind Punkte der zu ersetzenden
Funktionskurve y = f(x).
Durch (1) wird die linear gebrochene Funktion
do+ 0,
= b+ b,z
mit drei wesentlichen Koeffizienten bestimmt. Wir stellen uns die Auf-
gabe, (2) derart zu modifizieren, dass als Koeffizienten symmetrische
Funktionen der Interpolationsargumente auftreten, welche durch iiber-
sichtliche Rechnung bestimmbar sind.

(2)

1) Siehe Literaturverzeichnis am Schlusse dieser Arbeit.
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“{e)
(z)
die durch die Stiitzstellen z,, 2, und z, sowie die zu ithnen gehérenden

Funktionswerte y, = f(x;), (* = 0,1,2) bestimmte Interpolations-
hyperbel, so gelten die Beziehungen

Ist gy + fig- & 9
— & == e
y=rw = =

L 9%(o) . (/*(331) o g% ()
flzg = Jay o o= feit fa =
oder
g+ ay Ty = (by + by T,) ()
g+ a2y = (by+ by y) f(y) (3)

g+ ay &y = (by + by L) f(,)
welche in Verbindung mit
o+ ay @ = (by+ by 2) f*()

die Elimination der Koeffizienten a,, a,, by und b; ermoglichen:

\Fl o f(o) mofmo)l

i
Loy f(zy) 2 f(2y) |
oy ) T | )
( \

Die in (4) gefundene Determinantenform der Interpolations-
hyperbel birgt die Moglichkeit einer ibersichtlichen Darstellung ihrer
Koeffizienten in sich. Erlaubtes Umformen der Determinante (4) fihrt
zunéchst aut

B 1z
f(ml)—f(%) '
BT 1| =0. (5)
f(0) — 1 (o)
T
f*(z) — f(%)
Definiert man die Grossen
T, — T Ty — Xy
Ay(zyym) = Ay, = e fre 6
@) = e —fe” P T oy iy



S0 lésst sich (5) weiter auf

% T — T, |
(o) —f(zo L,
| —
| Ay(T,mp) — A1 (1, 7p)
reduzieren, woraus mit
To— T
Ay(15,2),1) = BN ) (7)
o Ay (5,0) — A1(21,%p)
T—Z,
(@) = f(zo) + ———
A, (x x)+f—_———x1 ®
e Ay(25,%1,7)

erhalten wird.

Nach (6) kann A4,(x;,x,) trivialerweise als Quotient zweier Deter-
Winanten geschrieben werden:

1 x,

Ay = -0 )

1(21,%0) = t 1/(z, [

1 f(wl) \
Um 4, (xy,2,,2,) in Determinantenform zu kleiden, beachte man, dass aus

g+ a1 T Tr— T
o) = gy = M) = — —
0T 01 4,4+ 500

4y

a; = Ag(x9,2,7y) und b =1
folgt und lose hierauf das in a,, a; und b, lineare System (3) nach a,:
1 f(x) o (2

(o)
1 f(zy) 2y f(2y)
1 2 2 (T
iy == A2($2,$1,$0) - fl(xiﬂ[)) ;E( }:)() )

’1 zy f(y)

rl Ty f(,)
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A (xy,xy) und A,(xy,2,,7,) sind mithin symmetrische Funktionen der
Interpolationsargumente. (9) und (9") vermitteln tiberdies einen Zu-
sammenhang mit den durch

Yo f(z) = [5’50] = f(z)

ll f(2o)
l—|= 1 f(zy) |
ylf(m) — [ml!wo] — [ 1] [ 0] — ( 1),
Ty — Ty 1 %,
’ 1oy
j 1 xy f(o) |
[ ] l Ly f(zy)
o I TS [Tls%] o 1z f(mz)‘
Ve () = [%a,%1,%] = T, — 1, - *rl*mﬁg*i*
1z ] |
|1 @y o3
definierten Steigungen !). Es 1st némlich
Ay ) 1 1
Ly,%p) = —— = ———=,
nee Y1 /(®) [21,20]
’Vl ) i f(z) | # [21,2,] [ (1), @ f(20)]
o Y f(x) yo () o ‘ mz’xli'TO] [‘Tzf(%) z, f(z,), zof(mo)]__
Ao (Ty,21,my) = — = ' T
7”2 f(CC) [mmmpr]
Im Sonderfall gleicher Argumentsintervalle zy = z, ©; = =+ £/,
_ : 1 A”f( )
x, = £+ 2h ist wegen y,f(x) = oy
h 1 | Af(x) dzxf(z) |
A h,t) = ——, A4 2h, 2+ h,2) = ———r— | E
J(JL‘-i— x) Af(i‘b) 2(33—%- Y, £+ h, x) h A%f(z) ‘Agf(m)Azscf(wH
so dasgs sich far h—- 0 die Grenzwertrelationen
o _ 1 Df(x) Dz f(x)
A \(z,x) = D) und A,(z,z,x) = ey ‘D"']‘ (2) D* 2 1(z) (10)

1) Vgl.etwa R. Zurmiihl: « Praktische Mathematik fiir Ingenieure und Physiker»,
Springer Verlag Berlin/Gottingen/Heidelberg (1953), S. 174 ff.
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2. Spezielle gleichseitige Interpolationshyperbeln
mit achsenparallelen Asymptoten

a) Hyperbel durch (z4/y,), welche y = f(z) in (x,/y,) beriihrt.

Thre Gleichung ist durch

[*(z) = f(ao) +

ﬂ?——ﬁﬁo

e 2
A1($1:$0)+V 1
4 (%1371:930)

bestimmt; darin it (00 L) af(a)|
| 1 f(2q) 2y f(2y) | ‘ 1 flzy) 2 f(xy)
A i) = — T - 11 f(mz) mzf(wz)\_ |0 Df(%) Dz, f(z,) _
BT T30y Jl o f(2p) |1 Lo f(%)
]1 y f(2y) Lay  f(zy)
L @y () 01 Df(x,)

i?’ﬂ‘xo Y1 %o [(To) I
D (@) Dy f(zy) |

1y f(%) .
1D f(z,)

b) Hyperbel, deren Krivmmung mit y = f(x) in (oY) tibereinstimmd.

Aus (8) erhiillt man fiir die cartesische Darstellung dieser « Kriim-
Mungshyperbel»

f¥*(x) = f(zy) + rT—% e ;0 i ;1 5
A (g,70) + — ;(%1% o 0 1z
Es 1st .
‘41(3303370) = Dif(;o)i’
aug oy + oy Ty = Po f(o) + Py %o [(xo)

o = oD [(o) + By D g (i)
0 = By D2f(xy) + B D? xy f(,)
folgt unter Beriicksichtigung von oy = A4(x,%4,%) und B, = 1
\ D f(ay) Dmof(%”
D“’f( zo) | D2f(wo) D? 2y f(2,) |

A o(Ty T, Ty) =

In Ubereinstimmung mit (10).
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3. Beispiele
a) y = 1° = ™.

— Interpolationshyperbel durch drei aequidistante Punkte.

Zufolge e 9y
Az+1,2) = y A(e+2,0) = -,
r—1 r2—1
Ag(z+2,2+1,2) = — (r+1)r" ergibt sich:
Interpolationsstellen Interpolationshyperbel
(r—1)x
0,1, 2 *z) =1+ —
T e
r—1
[ —1) (e—8
y 6+1, E42 *a) =r| 1+ - -
§ 641, 8 () N =
r—1

— Interpolationshyperbel durch drev zusammenfallende Kurvenpunkte
(Krimmungshyperbel)
1

Ay(z,2) = —5, Ady(z,z,3) = — ™
€
Interpolationsstelle Kriimmungshyperbel
ox
O *(p = 1 R
o) =141 e
; d(x—
¢ ) = o |14 00
1—6(z—8§)
v g_t e—:z:l
b) p(r) = (—m — , |dt, R(z) > 0.
¥ 1—e
0
Da - |
p(z+1)—yplx) = fe‘” dt = —,
T
0
folgt 2z(z+1)

A(z+1,2) =z, A;(z+2,2) =

9z +1

und 1
Ay(z+2,2+1,2) = 2+ —,
@
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Somit unter Beriicksichtigung von

~
Y1) < ‘o 1___ dt = —lim (1 1+ 1,. __,1,,_1 on) = —C
f(t [ nl_ilo +2 3+...+n ogn

0

= —0.577215...

fiir die zu den Stiitzstellen 1, 2 und 3 gehorende Interpolationshyperbel

—1
o) =—C+
1 4+ tg,
3
tehfct
C) TP’(J;) == — 71,77:? dt, R(QJ) > 0-
—€

Y (2) erfillt die Differenzengleichung

p'(z+1)—y'(a) = ——,
80 dass fiir
22%(x41)2

A CE—i—l,iL‘ :—ﬂfz, A .CL'—‘—Q’[B [
(a+1,2) orn = — T

Und
2 1
Ay(z+2,2+1, ) :—(2+~+ )

®rhalten wird. Da

72

1 se 1
3 = — - t: S = e
v fl——e‘td ;Z'l »? 6’
0

hat die den Interpolationsstellen 1, 2 und 3 zugeordnete Hyperbel die
Gleiehung
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4. Die Restgliedfunktion bei hyperbolischer Interpolation

Falls die hyperbolisch zu interpolierende Funktion y = f(x) nicht
selber gleichseitige Hy perbel mit achsenparallelen Asymptoten ist, weicht
die Interpolationskurve y = f*(x) ausser in den Stiitzstellen x,, x; und
x, von ihr ab. Um eine Aussage iiber die Grosse dieser Abweichung in
Abhingigkeit des Interpolationsargumentes x machen zu kénnen, setzen
wir voraus, dass f(z) im Interpolationsintervall « << x << B, das z,, x,
und x, enthilt, hinreichend regulir sei und eventuell vorhandene Pole
nicht in xy, x; oder z, fallen. Die zu approximierende Funktion y = f(x)
wird durch

e g(z)
) = o)+ ——————— = BT
—h ()
Al(xlym()) + ————— x_,-,{r
Ag(y,11,%0) + Al - :
gy By 570
dargestellt. 2:17%0
*(g) = % _ 9%(®)
e T— 1 ¥

B O PR S —
i) Ag(Tg,21,70)

1st Frsatzhyperbel; I(x) und I*(z) sind in x linear.

Z
: . . . -1
Da zwischen zwel aufeinanderfolgenden Nédherungswerten ——
2, Mg
und — des Kettenbruches
Ty,
Ay
W= qy+———
a2
b, +
ag
by + —
o %
Lo s
by +
die Beziehung
z z —D"aya a
L S 1% k
Ny Mgy g Mg
besteht, ergibt sich fur die Restgliedfunktion (I'ig.1)
L(z)

Rx) = fo)— %) ___ NG A
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di 10N
le Relatl(l)%(m) ~ o() B g*(z) "y, (x— xp) (:I:—ﬂ?l) (w—-_wz)

) Mz T MM
durch welche das Darstellungsproblem fiir R(x) auf das Ermitteln der
Konstanten A zuriickgefiihrt wird.

Die Funktionen

D) — 98 gMe) () (E—ay) (E—ay)

G T YA

und

2(8) = UE I¥E)D(E) = g(&) I¥(E) —g* (&) UE) — A(E— ) (—2y) (§—1,)

N N,
// NS u‘\
7(£)

(Fig.2) verschwinden in den Interpolations- und Stiitzstellen = und Ty
Ty, 45 x(&) hat demnach im Intervall [«,f] vier Nullstellen. Nach dem
Satz von Rolle liegt fiir eine beliebige stetige und differenzierbare
Funktion zwischen zwei Nullstellen mindestens eine Nullstelle ihrer
Ableitung. Bei der als hinreichend vorausgesetzten Regularitit der
Funktion f(x) gibt es daher im Intervall («,8) mindestens eine Stelle
$o» in welcher y”(&) za Null wird :

2"(50) = [9(&) *(E)]" — [9%(&) U&)]" — 314 = 0.

In der so erhaltenen linearen Bestimmungsgleichung fir A ist das
Wittlere Glied als dritte Ableitung einer quadratischen Funktion Null,
S0 dass als Losung

T (e R (R

und damit fiir die Restgliedfunktion

1 (z—m) (z—a) (z—2) [ dN\®
Riz) = o) ) Kmﬁm1mmﬂﬁo(m

Tesultiert. Bleibt f(z) in [a,f] endlich, ist die Annahme I(z) = I*(x)
Zuliissig.

12
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5. Ausblick

Der gewidihlte Ansatz fiir die interpolierende Hyperbel legt die
Verallgemeinerung der von Jecklin eingefithrten Interpolationsmethode
durch Funktionen

@) = fla) +—— , 12

d.h. durch Kettenbriiche oder dquivalente gebrochene rationale Funk-
tionen nahe. Die hisher nur im Zusammenhang mit dem Leibrenten-
problem fiir spezielle Funktionen in Erscheinung getretenen Ketten-
briiche konnten in erweitertem Rahmen fiir die Bediirfnisse der prak-
tischen Versicherungsmathematik nutzbringend eingefithrt werden.
Eine auf Funktionen (12) basierende I-Methode zur globalen Reserve-
berechnung diirfte hinreichend geschmeidig sein, um auch den fiir
temporire Versicherungen typischen Reserveverlauf zu erfassen.
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Résumé

Pour déterminer les coefficients de I'hyperbole d’interpolation relative & la
fOI_lction y = f(z), on a recours a un algorithme. On peut d’autre part, en cas
d’interpolation hyperbolique, représenter la partie restante & I'aide d'une formule.

Summary

To determine the coefficient of the interpolation hyperbola applied to a
function y = f(z) an algorithmus is developped. Moreover, the author derives a
ormula representing the remainder in case of hyperbolic interpolation.

Riassunto

Per determinare i coefficienti della iperbole d’interpolazione coordinata alla
funzione y = f() si ricorre ad un algoritmo. Inoltre si deriva una formela per
fappresentare il resto nel caso dellinterpolazione iperbolica.
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