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B

"Wissenschaftliche Mitteilungen

Modell eines Bestandessystems

Fon //. Tür/er, Bern

In unserer Umwelt betrachten wir Vorgänge, deren Gesetzmässig-
keit. wir nur beschreiben können, wenn wir von Sekundäreinflüssen ab-

sehen und den wesentlichen Komponenten des Prozesses zahlenmässige
Angaben zuordnen. Damit ist der effektive Vorgang zumModell geworden.

Es lassen sich viele Fälle angeben, wo der Zustand // eines solchen

Systems zur Zeit f durch dessen Zustand (/„ zur Zeit f — eindeutig
bestimmt ist. Als Beispiel sei etwa die funktionelle Bindung für die

Amplitude einer schwingenden Feder erwähnt, die bei gegebenen An-
fangsbedingungen immer genau eine Lösung liefert.

Anders ist es, wenn wir als Ausgangspunkt unserer Betrachtungen
verschiedene Versicherungsbestände (wie z.B. Aktive, Witwen, Inva-
lide usw.) wählen, deren Umfang wir in der Gegenwart kennen und

uns fragen, wie gross ihr Zustand nach einer gewissen Anzahl Jahren
sei. Plier ist es nun nicht möglich, wie im obigen Beispiel, eine Funk-
tion anzugeben, die uns genaue Besultate liefert, da die mannigfaltigsten
Ursachen bestimmen können, ob jemand z. B. invalidiere oder nicht. Es

treten zeitliche Schwankungen zufälliger Natur auf. Aus diesem Grund
sollen sich die folgenden Ausführungen darauf beschränken, zeitabhän-

gige Wahrscheinlichkeiten der gesuchten Bestandesumfänge anzugeben.
Allgemein sollen «. Bestände als gegeben betrachtet werden, zwi-

sehen denen auf Grund stetiger Übergangsintensitäten in der zeit-
liehen Folge Übergänge stattfinden. Betrachtet werden V Personen,
die sich gemäss einer Anfangsbedingung über die verschiedenen Be-
stände verteilen. Die Summe sämtlicher Personen aller « Bestände ist
zu jedem Zeitpunkt gleich V, was keine Einschränkung der Allge-
meinheit ist, da natürlich in einem bestimmten Modell nicht alle « Be-
stände betrachtet werden müssen.
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Definition des Systems

Gegeben sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung mittels der Zahlen-

(<) (j/„ 0,1,2,..., JV) mit den Bedingungen

W ^ o ;
OO CO oo

SS- S W)-1,
1/1=0 t/„=0

wobei p„ die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, dass zur Zeit f im
Bestand X^f) Pi, ••• X„(f) y„ Elemente vorhanden sind.

P»i...»„(*) =^[^i(<) =2/i> ^»(0 ?/»]• (1)

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion Pj, ^(<) setzen wir immer dann
Null, falls mindestens ein X„(f) negativ ausfallen sollte. Im Sinne unse-

rer Interpretation wäre nämlich X„(i) < 0 gleichbedeutend mit dem

Vorkonmien negativer Bestände, was praktisch nie vorkommen wird.
Wir wollen im folgenden annehmen, die betrachteten Bestände

können im Zeitintervall di nur um die Einheit zu- oder abnehmen. In
der Zeit dt kann z. B. im Aktivenbestand einer Versicherungsgesellschaft
höchstens ein einzelner sterben. Die Wahrscheinlichkeit, dass 2 und
mehr Versicherte sterben, wird Null gesetzt. Der Fehler, den wir
dadurch begehen, strebt mit df 0 auch gegen Null. Ein solcher Pro-
zess, bei dem im Intervall dt nur Übergänge in den nächsthöheren oder

nächstniedrigeren Zustand möglich sind, wird allgemein Grcbwfs- ztnd
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Für das Zustandekommen des Zustandes ^ bestehen folgende

(n(ft—1) -j- 1) Möglichkeiten:

1. Der Prozess erreicht während des Zeitintervalles (<„, t) den Zu-
stand Z„ „ „ „ wofür die Wahrscheinlichkeit •»„ „ ({)

yi—Vj4+l«.Vir-l—Vn' '
ist. Dann erfolgte während des Zeitabschnittes (f, t + d<) ein Übertritt
aus dem ^-ten in den r-ten Bestand; die Wahrscheinlichkeit dafür ist

Da nun ^ und p alle Werte von 1 bis ft annehmen können ausser
erhalten wir hier « («—1) Fälle.

2. Der Prozess ging während des Zeitabschnittes (<q, f) in den Zu-
stand Z„ „ über; die Wahrscheinlichkeit dafür ist „ (t). Wäh-

2/i—î/n ' -t 2/i---2/n \ '
rend des Zeitabschnittes (t, f-fdt) erfuhr der Zustand keine Verände-

rung mehr; die Wahrscheinlichkeit dafür ist

(I-2Éi/^4V // 1 U=1 /

Hieraus folgt das Gleichungssystem

3V.„„ (* + ^)=(l-ÊÊ 2Ü V (0 ?»..*, (*) +
\ /i=l V=1 /

y

+ 2 S (^e+ 1..^ (t).
^=1 U=1 ^

Lösen wir dieses System nach

P»-W.P+ ^)-?yi-w(0
dt

auf und führen den Grenzübergang dt -> 0 durch, so resultiert

~2 2 'LVW Pv....J*) +
/i=l U=1

+ 22 ü/,+ (*)• (2)
/<=i u=i

/(^!)
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Unsere Aufgabe wird es sein, dieses Differentialgleichungssystem
zu lösen. Hierzu bedienen wir uns der erzeugenden Funktion l.Art.

CO 00

r/Di, s„,<) V V 2V.Jf) (3)
!/l=0 !/n=0

Erweitern wir Beziehung (2) mit und summieren über
so resultiert

~ S S WJ) (*-«,,) -y •••> s„.0 • (4)
06 /i=l v=l

,« W u

Wir haben es bei der obigen Differentialgleichung mit einer linea-

ren homogenen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zu tun.
Es ist für die folgenden Betrachtungen zweckmässig, die erzeu-

gende Funktion IL Art
CO 00

G(«i,Z) Zn 2 ••• S (5)
1/1=0 !to=0

einzuführen. Diese Funktion erfüllt die Beziehung

G= v ^ StA:,, (/)] + 1/2 v v ^ ^ cov [X„ (0, A-, (0] + 1/2
^=1 //=t V=1

J>®var[X„ (/)]+..., (6)
,,=1

was aus dem allgemeinen Taylor-Ansatz gefolgert werden kann,
wenn man (?(% + ...,w„ + 2„,t) entwickelt und «^=...= «„ 0

setzt. In dieser Beziehung bezeichnen wir den Erwartungswert sowie
die Varianz des ^-ten Bestandes mit -E[X (<)] bzw. var [X (1)] und die

Kovarianz je zweier Bestände mit cov [X (t), X,.(<)].
Wird die partielle Differentialgleichung (1) in der erzeugenden

Funktion II. Art ausgedrückt, so resultiert, unter Berücksichtigung
der Substitution e*'* nach einigen Umformungen,

2 (e"""— 1)G(«1»-.«„,<) (7)
//=1 u=l 02^
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Es wird unser Bestreben sein, die gefundene Beziehung (7) mit der

allgemein gültigen Beihe (6) zu vergleichen. Zu diesem Zweck hat man
(7) nach 2 zu entwickeln. Da uns quadratische und höhere Terme in 2

keine zusätzliche Information liefern werden, können wir diese ver-
nachlässigen.

AG(3i,(V*,0 • (8)
Ol *1=1 0=1 02

Ersetzen wir noch die partiellen Ableitungen auf der rechten Seite

gemäss (6), so resultiert bei alleiniger Berücksichtigung konstanter und
linearer Terme in 2

4 G (Ol-22v (*) ® (Ol+• •

0£ **=1 0=1 /i=l U—1

Leiten wir ebenfalls die Beziehung (6) partiell nach i ab, so folgt
durch Vergleich der Koeffizienten von 2

1K[V,,(0] 2 ^,PR(()]-k[I,(f)]^„(l). (9)
0=1 0=1

Gemäss dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz für lineare Diffe-
rentialgleichungssysteme hat das Anfangswertproblem genau eine

Lösung, da die Koeffizienten in allen endlichen Intervallen stetig und
damit beschränkt sind.

Verteilung des Systems

Wir stellen die Behauptung auf, die zeitabhängige Wahrschein-
lichkeitsfunktion (1) sei mnZiOTomiaZverieiZf, d.h. es gelte

Pyi-.»,(<) Pi (10)
£fl* ••• i/n*

mit der Anfangsbedingung y>y 00 0 (0) 1.
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Den Beweis erbringen wir, indem wir die erzeugende Funktion
der Multinomialvert eilung

cy (Si...., s„ ; 0 1 ~ Z Pf W + Z Pf W Ü (**)
\ j=l ;=1 /

als Lösung in die partielle Differentialgleichung (4) einsetzen, wo-
durch eine Identität resultieren muss. Wir erhalten

— Z P# W+ Z Pf W «» Z Z (*—*,<) P^W '
7=1 j=l /i=l ü=l

wobei für — pj-(<) pj(t) gesetzt wurde.
CU

Stimmt die Behauptung, müssen auch die Erwartungswerte
E[.X (f)] diejenigen einer Multinomialverteilung sein, d.h. E[X (f)]
IVp^(t), womit aus (9) folgt

P,', (0 Z <*»,. w P» (*)—P/.W Z V W • (12)
U=1 U=1

Setzen wir diese Beziehung oben ein. ist der Beweis erbracht. Die

Eindeutigkeit der Lösung von (4) lässt sich mittels der Theorie der

partiellen Differentialgleichungen ebenfalls leicht erbringen.
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion (1) ist somit durch (10) bestimmt.

Das multinomiale Yerteilungsgesetz bestimmt uns ebenfalls die ge-
bräuchlichen statistischen Masszahlen, die sich alle als Funktion von
p,-(<) darstellen lassen. Wir sind somit bei Kenntnis aller p-(t) vollum-
fänglich über unser System informiert.

Trotzdem das lineare homogene Differentialgleichungssystem (12)
erster Ordnung für konstante Koeffizienten prinzipiell gelöst ist, stos-

sen wir doch bei der Bestimmung der Eigenwerte im allgemeinen auf

Schwierigkeiten. Für variable Übergangsintensitäten lässt sich (12)

nur für Spezialfälle lösen.

ßereckmmgf der p (t) /wr SpeziaZ/öKe

7. Ordrmw/ der Lebe?zden «nd Gestorbenen
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Wir wollen das hergeleitete Differentialgleichungssystem (12) für

den einfachsten nichttrivialen Fall betrachten, wo alle Übergangsin-

tensitäten identisch Null verschwinden, ausser oqo(f), die wir gleich der

Sterblichkeitsintensität //, setzen. Zusätzlich nehmen wir für die fol-

genden Betrachtungen an, dass in jedem Zeitpunkt Alter und Zeit

äquivalent seien, d.h. im Zeitpunkt f„ alle Personen das Alter auf-

wiesen.
Das Gleichungssystem (12) nimmt hier folgende Form an

ih(0 =—/»iPi(0

îb (0=

Durch Integration dieser beiden Beziehungen resultiert bei einer

Anfangsbedingung jb(<) <=o
1

/

- | /ifliS

Pi (0 e
°

; Pa (0 1— Pi W •

2. ZMsa»i«(e?M/e.setete Ordwuf/ «nf n-J eemc/ierien Sretjcwisse»

Als Ausscheideursache aus dem Bestand gelte nicht nur Tod,

sondern weitere, wie z.B. Invalidität, Krankheit usw. Als Übergangs-

intensitäten fallen lediglich die «^(f) f 2, 3,..., n in Betracht, womit

sich das Differentialgleichungssystem (12) wie folgt vereinfacht

Pi (0 =~ (^12(0 + •• + <hnW) PiW

Pc(0= ffif(f)Pi(0;

Unter Berücksichtigung der Anfangsbedingung Pi(t)|j=o==l er-

geben sich die nachstehenden Ausdrücke
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* n

-J' S °it>(ö)<«

Pi(f)=e » =*

T n

_/'Va^(0)dfl

PfW j <ÜC W ®
° ^ ^ ^ ^

0

Sind die verwendeten Übergangsintensitäten cr^(0 <hc kon-

stant, d.h. nicht mehr von der Zeit abhängig, so lauten die gesuchten
Werte

«

- S "!»'
Pi(f) e

*=®

n

- ü "I®-'
1 —e *=-

P:W „ ; 2 ^ C ^ «.

3. Ordnung der A fcüren, Framüde« ttnd Gestor&ewew

Es sei nun möglich, nicht nur direkt zufolge Todes in den Endbe-
stand Xj(f) auszuscheiden, sondern zuerst in den Zwischenbestand A^i)
zu invalidieren und hernach auszuscheiden. Werden in Anlehnung an
die gebräuchliche Bezeichnungsweise die vorkommenden Intensitäten
o"12(f) und CT23W /"'( ^ls einzige o^„(t) =/= 0 gesetzt, so

nimmt das Gleichungssystem (12) folgende Form an:

PÎW — (/"" + ü)?iW

PaW — /«(P2W + ®iPi(<)

Pä(0 =^iPl(0 + /i?2(0-
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Mit der Anfangsbedingung pi(<) ^ 1 erhalten wir durch Inte-

gration
f

-j>S+•#)'»
Pi(0 e °

< T

-JV^e /
pa(0 e

° ^
0

Ps(0 1 Pl(0 p2(0-

Für den Spezialfall konstanter Intensitäten /d und » verein-
fachen sich die gefundenen Ansätze zu

Pi(f) e-IFHug

P2(0= ——^ (e-(/.°+»)< — e-fü).
,« —/t —r

4. Mwssclieidwi</ mil w—1 ZwiscTiew&esfänden

Es soll die Verallgemeinerung untersucht werden, dass der An-
fangsbestand von V Personen, d.h. X-^l) ,=o= vor dem Übergang
in den Bestand der Toten X in n—1 Zwischenbestände mit den zuge-
hörigen Intensitäten cr^(f) übergehen könne. Setzen wir in System
(12) ausser =/= 0 und 0 alle übrigen <r (1) 0, so erhält
man folgendes Gleichungssystem:
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p|(f) — +... + o-t„(0) ^(f)

Pc W <hc W PiW — ffc»,(0 P:(0: 2 ^ C ^ »

P* W W PaW + ••• + W ?»(*)•

Durch Integration resultiert

/ n

- f 2 Oiv(0)<J9

pi(i) e
° «=*

£ r r n

- / Ojç,(0) de f I Oj^(9)(i0 _ I V Oj„(0) do

Pj(i) e ° f ffij(r) e ° e ° ®~" dr; 2 <1 f <1 n
0

p„(t) 1—2 ?„(*).
u=1

5. Tordrm/ewde ÜTerc/änge mit Beritcfcsrcldigwng ^ Mitssc/ierdwwg
szt/oZgfe Tode-s

Ausgegangen werde wieder vom Bestand X^(<), der für 0 Î/
Mitglieder aufweisen soll. Wir studieren hier das Modell, dass jeder
vorhandene Bestand nur aus dem vorhergehenden entstehen kann,
wobei neben der Änderung des Zustandes auch das Aus-
scheiden -> X vorkommen kann. Gemäss Voraussetzung sind nur
<Tc,t+i(t) =Ä 0 und (Tfy(t) 0 und sonst alle «r (<) =0. Somit nimmt
das Gleichungssystem (12) folgende Form an:

PÎW — KaW +^(0)PiW
Pf (1) - ; (<) Pt_i (f) — (ff;. ;-+ 1 (t) + ff;„ (<)) Pj («) 5 2 ^ f ^ »

ÏV (0 W Pl (*)+•• + (0 Pn(0 •
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Die Auflösung dieser Beziehungen führt auf die Wahrscheinlich-
keiten

«

Pi(<) e
°

- J ("t, Î+i(®)+»fy(®)) <» {_i A
P{(i) e ° I u(r)cft ; 2 <1 f ïS "

t>=l 0

| * "(«f-s+t, f-ï+2(®) + °f-ï+l,ç>(®)-°{-c, î-i'+l(®'~°f-r, *(•»*
mit «(»)

und wobei or +j(/) 0 ist.

PvW=i—2 Pc 00-
f=i

Für den Fall konstanter Intensitäten erhält man

Pi(i)= e~l"'i2+"jfd

Pe(*) (-1)^'77^,a+I
; 2 ^ C ^ n,

^ ^ _ZjT (^IA*+ 1 v+ 1 ^w,n+l

Wir wollen nun eine Nutzanwendung dieser Untersuchungen auf-
zeigen. Gegeben seien die beiden Bestände der Aktiven und Invaliden,
aus denen die Mitglieder ausser der Invalidierung und Reaktivierung
noch zusätzlich durch Tod ausscheiden.
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Bei variablen Übergangsintensitäten führt die Berechnung dieser

Grössen auf eine Differentialgleichung von Riccati, die im allgemeinen

nicht lösbar ist. Auf unser Modell übertragen, lässt sich die Problem-

Stellung jedoch wie folgt formulieren:

Ne

Die N Aktiven der Ausgangsbestandes Xi(t) ^ können ent-

weder mit der Übergangsintensität », in den Bestand X^t) invalidieren

oder mit der Sterblichkeit ^ in den Bestand X,,(f) absterben. - Die In-

validen ihrerseits können mit der Übergangsintensität s in den Be-

stand Agjl) reaktivieren oder mit der Sterblichkeitsintensität /ij in den

Bestand X,,(i) absterben. Die Beaktivierten sind wiederum dem Aus-

scheideprozess der Aktiven unterworfen, ein Vorgang, der sich beliebig

oft wiederholen kann.

Der Erwartungswert der Aktiven ist demnach gleich der Summe

der Erwartungswerte aller Bestände ungerader Ordnung, und derje-

nige der Invaliden entspricht der Summe der Erwartungswerte aller

Bestände gerader Ordnung. Für die Praxis ist die Annahme sicher

realistisch, jede Person könne nicht mehr als zweimal invalidieren. Bs

sei für einen Aktiven also möglich, primär mit einer Invalidierungsm-

tensität », zu invalidieren, sekundär mit der Reaktivierungsintensitat

s, zu reaktivieren und schliesslich endgültig zu invalidieren, wobei er m

jedem Augenblick unter dem entsprechenden Todesfallrisiko steht.

Die Aktiven ergeben sich zu

E[Xi(f)] + E[X,(t)] N (Pi(i) + P»(*)

-Ï(^)*> <3

o + Ne°



Die Invaliden berechnen sich nach

77 [X,(Z)] + E[X,(Z)] (p„(0 - ^ (0)

"J (fB+Z's)"'® '?

iVe o

'l
J ^ ©—»o —M g) tw

t^e»
0

+ .V'- ® | r,^ eo I

0 0 0
J*.®° J

7? /(f6+/'è-»e-"ê)®
in eo

* dZjdfadZg.

6. BerersifcZer Process miZ Penicfesic/higiMngf der ^«sscZieidwragf

Das Differentialgleichungssystem (12) mit der Anfangsbedingung
Ä'i(Z) ,^o A* werde für folgenden Spezialfall untersucht:

Alj(Z) wird bei der versicherungstechnischen Betrachtungsweise im
allgemeinen dem Bestand der Aktiven entsprechen, der einerseits mit-
tels der Übergangsintensität ff^Z) nach Xg(Z) übergeht (Invali-
dierung, Erkrankung usw.) und anderseits nach Xg(f) gemäss der
Sterblichkeitsintensität cr^Z) o^Z) ausscheidet. Die Personen iin Be-

stand -Xg(Z) vermindern sich entweder zufolge Beaktivierung ^(Z) =ffa(Z)
oder Todes (^(Z) ffg(Z). Somit haben wir für die entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten folgendes System zu betrachten:

Pi (0 — fai (0 + <*3 (<)) Pi (0 + °2 (<) ?2 (0

?2 (f) (<) Pl (<) — (<*2 (0 + ff3 (0 ?2 (*)

PsW =ffs(0PlW+ff3WP2(0-



Durch Integration folgt
/

-J'(ai(e)+oo(e)+03(e))d8 < -J KW+^iOj+asto))!»
Pi(f) e o - J org (t) e 1 f?r

0

< r
' I -j oaWÄO

— | cr.2 (t) e * | erg (Tj) e u dr^r.

' - f (o-i(e) + o-ofö) + 0-3(0)) dB

Pa(«) Jffi(r)e * dr
0

* r
< -f(ai(9)x«,,(»)-a,(«)d# J —/ «3(6) de

I ffi(r)e * I o^r^e dr/Zr.
6 0

*

f - /" 03(e) de

Ps(f) Jag(T)e * dr.
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Zusammenfassung

Wir sind allgemein von einem Bestandessystem ausgegangen, in dem die einzel-

neu Elemente die Bestände als Funktion der Zeit wechseln. Unser primäres Bestreben

war es abzuklären, wie viele Elemente sich nach einer bestimmten Zeitspanne bei ge-

gebenen Anfangsbedingungen und stetigen Übergangsintensitäten in den einzelnen

Beständen befinden.
Ein lineares Differentialgleichungssystem wurde hergeleitet, das zu jedem Zeit-

punkt den Erwartungswert der vorhandenen Bestände angibt, sofern die Bestandes-

Variationen die Voraussetzungen eines Geburts- und Todesprozesses erfüllen. Wie die

Untersuchungen zeigten, wird das ganze System von einer MultinomialVerteilung be-

herrscht, womit auch die weitern Masszahlen wie Varianz und Kovarianz sich bestim-
men lassen.

Als Nutzanwendung wurde zuerst der Spezialfall nur zweier Bestände behan-

delt, nämlich derjenige der Lebenden und Gestorbenen. Die bekannte Tatsache erwies
sich als zutreffend, dass dieses Modell eine Binomialverteilung befolgt. Als weiteres
Modell sei jenes erwähnt, in weichem jedes Element vor dem Ausscheiden in den End-
bestand in einen der verschiedenen Zwischenbestände übergehen kann. Ebenfalls das

Modell der fortlaufenden Übergänge hat sich explizit auflösen lassen.

Am Schlüsse unserer Ausführungen ist es gelungen, den reversiblen Vorgang
zweier Bestände - der in der einschlägigen Literatur bereits bekannt ist - zu erweitern
unter Einbezug des einseitigen Ausscheidens zufolge Todes.
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