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B.
Wissenschaftliche Mitteilungen

Mathematische Modelle fiir das Invaliditatsrisiko
und seine statistische Erfassung

Von Ove Lundberg, Stockholm
(Gastvortrag an der Mitgliederversammlung 1972 in Lausanne)

Modelle werden hier prasentiert, welche die statistische Verbindung zwischen
Morbiditat und Mortalitat beriicksichtigen. Wie diese Verbindung bei statistiz
scher Beobachtung gewisser Todesursachen benutzt wird, ist im ersten Ab-
schnitt dargestellt. Die im zweiten Abschnitt beschriebenen sehr begrenzten
statistischen Ergebnisse durch Gruppierung von Invalidititsversicherungen, je
nachdem ob die Versicherung vom Tode oder dem Erreichen des hochsten
Alters des Versicherungsvertrages beendigt wird, motivieren das mathemati-
sche Modell. Nachdem das Modell im dritten Abschnitt dargestellt wird, will
ich zuletzt eine praktische Anwendung des Modells andeuten. Meine Darstel-
lung basiert auf schwedischen Verhiltnissen.

1. Efforschung der Morbiditit gewisser Krankheiten
durch Studien der Todesursachen

Der frithere stellvertretende Generaldirektor der schwedischen Versicherungs-
gesellschaft «Skandia-Leben» Dr. med. T. age Larsson hat sowohl in seinen
Beitrigen « Mortality from cerebrovascular disease» [1] und « Interpretation of
mortality and morbidity data» [2] als auch in dem Buch « Diabetes in Sweden »
von 1967 [3] Angaben iiber Todesursachen gebraucht, um nicht nur die Morta-
litt, sondern auch die Morbiditit dieser Krankheiten zu bestimmen. Er
behauptet, dass fiir die beiden untersuchten Krankheiten diese Angaben voll-
Standiger und zuverldssiger sind als fiir andere Krankheiten unter der Voraus-
Setzung, dass nicht nur die primére Ursache, sondern auch die sekundiren
Ursachen statistisch erfasst werden. Bei der Methode kann man unter gewissen
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Voraussetzungen iber stabile Risikoverhéltnisse das Vorhandensein (Vorkom-
men) einer Krankheit in einer Population aus dem prozentuellen Anteil des
Vorkommens der Krankheit bei den Verstorbenen schitzen. Bei der Verteilung
auf Todesursachen gibt es in der schwedischen Mortalitdtsstatistik seit 1961
Angaben in den Totenscheinen nicht nur liber die priméren Ursachen, sondern
auch tiber Krankheiten, die in Verbindung mit dem Todesfalle von Interesse
sein konnen. Die Angaben konnen jedoch bei einem plotzlichen Todesfall
unvollstindig sein.

Auf Grund des Vorkommens von Diabetes bei den eingetroffenen Todesféllen
wihrend der Jahre 1961-1963 hat Tage Larsson das Vorkommen von Diabetes
Mellitus unter der schwedischen Bevolkerung in verschiedenen Altersgruppen
und nach Geschlecht getrennt berechnet. Als Masszahl fiir das Vorkommen bei
der Bevolkerung verwendet er den prozentuellen Anteil («death share») von
Diabetesfillen unter den Todesfillen, dividiert durch das Verhéltnis zwischen
der Sterbewahrscheinlichkeit bei den Diabetes-Kranken und der allgemeinen
Sterbewahrscheinlichkeit bei der Bevolkerung. Unter Beachtung von verschie-
denen Umstinden schitzt er das durchschnittliche Vorkommen von Diabetes
in der ganzen minnlichen schwedischen Bevolkerung tiber 15 Jahre auf 1,90%
und fiir die weibliche Bevolkerung auf 3,10%. ,

Tage Larsson hat von diesem Mass des Vorkommens von Diabetes auch ein
Mass fur das Eintreffen des Zustandes, d.h. fiir die Erkrankung, abgeleitet. Er
findet die kumulierte Wahrscheinlichkeit des Eintreffens fiir seine Zwecke als
sehr geeignet. Dieses Mass, genannt «aggregate morbidity risk », sagt fiir ein
bestimmtes Alter x aus, wie gross die Wahrscheinlichkeit ist, vor diesem Alter x
an Diabetes zu erkranken, wenn man nicht frither aus anderen Ursachen stirbt.
Fir eine chronische Krankheit wie Diabetes, die heutzutage keine hohe abso-
lute Sterblichkeit mit sich bringt — auch wenn sie im relativen Sinn in jiingeren
Jahren hoch ist —, zeigt sich, dass das Mass «aggregate morbidity risk» nur
wenlg grosser ist als das Mass des Vorkommens der Krankheit bei demselben
Alter. Es betrdgt fiir das Alter von 90 Jahren 6,5% fiir Ménner und 13,0% fiir
Frauen. Diese Zahlen geben also die Wahrscheinlichkeit an, vor diesem Alter
eine klinische Diabetes zu erhalten, wenn man nicht vorher an einer anderen
Krankheit stirbt.

Ein anderes Bild zeigen die cerebrovaskularen Krankheiten, wo die Sterblich-
keit sehr hoch ist. Fiir diese Krankheiten berechnet Tage Larsson das Mass
«aggregate morbidity risk» durch Kumulierung der Sterbewahrscheinlichkei-
ten vom hochsten Alter an riickwiirts. Er schldgt vor, bei diesem Mass einé
Verschiebung des Alters um ein Jahr zu benutzen.
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Uber dhnliche Methoden, die von der stochastischen Verbindung zwischen
Mortalitdt und Morbiditdt handeln, hat Dr. . Moriyama vor der American
Health Association im Jahre 1966 vorgetragen [4].

Die Frage, die wir uns stellen wollen, ist, ob die erwdhnten Methoden benutzt
werden konnen, um das Vorkommen von Invaliditit zu schitzen, die mit einer
gewissen Krankheit verbunden ist. Da ein solcher Zustand einen dauernden
Verlust von Arbeitseinkommen bedeutet, sollte die Invaliditdt in den Statisti-
ken besser erfasst sein als irgendein allgemeiner Krankheitszustand. Eine
andere Frage, die wir uns stellen mochten, ist die, inwieweit die Methoden in
einer privaten oder sozialen Invalidititsversicherung verwendbar sind. Jeden-
falls, wenn es um die Erforschung des Invaliditétsrisikos geht, sind Untersu-
chungen tiber die den Todesfillen vorangegangene Invaliditit im Zusammen-
hang mit gewissen Krankheiten von grossem Interesse.

In einer Population von Kapital- oder Rentenversicherungen mit Pramienbe-
freiung bei Invaliditit kann man beim Todesfall feststellen, ob diesem eine
ununterbrochene Zeitspanne von Arbeitsunfdhigkeit (zu welcher wir auch
hochgradige Herabsetzung [mindestens zur Hélfte] der Arbeitsfahigkeit rech-
nen) vorangegangen ist. Sobald eine solche Zeitspanne infolge Krankheit oder
Unfalls mehr als beispielsweise 3 Monate betréigt, wollen wir im folgenden
solche Unfihigkeit als Invaliditit bezeichnen.

Es wird angenommen, dass eine Krankheit, welche mit der Invaliditit soweit
zusammenhéngt, dass sie eine primére oder begleitende Ursache der Invaliditit
ist, auch beim Todesfall registriert wird, und dass umgekehrt eine beim Todes-
fall registrierte K rankheit auch eine Ursache der Invaliditit ist. Das Register
der schwedischen allgemeinen Versicherung iiber bewilligte Invalidenrenten
liefert ab 1971 fiir neubeurteilte Invalidititen nicht nur eine Diagnose, sondern
Diagnosen von drei verschiedenen Krankheiten, die primire oder begleitende
Ursache der Invaliditat sind.

Ich will folgende Formeldarstellung benutzen, um die « Diabetes-Methode»
von Tage Larsson zu erldutern! :

P-4,

(TL) b=p:ri= =
p 7

b

I Die Darstellung gilt auch fiir Krankheiten, die nicht bis Ende des Lebens dauern, d.h. die nicht
chronischsind.
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oder in einer Produktdarstellung
by 6= G Pi>
wo b; = das Vorkommen der Krankheit s in der Population (des Alters x),

p; = das Vorkommen (= «death share») der Krankheit s bei den Todes-
fdllen im Alter x bis x + 1 (die Krankheit s soll mindestens seit dem

Alter x vorliegen),

q. = einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jahrigen in der gemisch-
ten Population,

g: = einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-jahrigen, der von der

Krankheit s belastet ist,

. gi = «mortality ratio» fiir die Krankheit s.
In der Produktdarstellung stellt die obige Formel die Gleichheit der beiden
Wabhrscheinlichkeiten eines x-jahrigen dar: einerseits, dass er mit der Krank-
heit s lebt und vor dem Alter x + 1 stirbt, und anderseits, dass er vor dem Alter
x + 1 stirbt, und dass er dabei mindestens seit dem Alter x die Krankheit s
gehabt hat.

Mit derselben Methode kann man unter den erwihnten Voraussetzungen auch
das Vorkommen der folgenden kombinierten Ereignisse schidtzen, namlich:

1. Wie oft kommt in einer Population Invaliditidt von einer gewissen Dauer vor,
welche mit einer gewissen Krankheit s verbunden 1st?

2. Welches Vorkommen hat eine Krankheit s in einer Population von Invaliden
mit einer Invaliditat von gewisser Dauer 17

3. Wie oft kommt Invaliditit von einer gewissen Dauer 7 unter den Versicherten
einer Population vor, welche mit einer gewissen Krankheit s belastet sind?
Schliesslich kénnen wir ohne Riicksicht auf die Art der vorliegenden Krankheit
fragen:

4. Wie oft kommt in einer Population — ohne Riicksicht auf eine besondere
Krankheit - Invaliditit von gewisser Dauer ¢ vor?

Unter Verwendung analoger Definitionen gilt fiir das Vorkommen von Invali-
ditit in der Population 4! (f) die folgende Gleichung :

b () - q. (t) = q, - pi (1),

wobei der Parameter ¢ darauf hinweist, dass es sich um Invaliditit von genau
der Dauer ¢t handelt.
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Die Sterbewahrscheinlichkeit ¢! (¢) unter den Invaliden ist fiir festes x (= Alter
beim Tode) eine stark abnehmende Funktion von ¢. Fiir grosses ¢ nahert sie sich
erfahrungsméssig der Durchschnittswahrscheinlichkeit g, .

Die Verwendbarkeit der obigen Formel hdngt teils von der Stabilitdt der
Risikoverhéltnisse ab, teils von den praktischen Moglichkeiten die verschiede-
nen «mortality ratios» zuschitzen. '
Die Voraussetzungen fiir eine mathematische Berechnung des Vorkommens
der Invaliditdt in einer Versicherungspopulation mit freiwilliger Auslese sind
selten erfiillt. Die Berechnungen laut der obigen Formel werden darum oft
unsicher und kénnen nicht fiir versicherungstechnische Berechnungen verwen-
det werden.

Wenn es aber moglich ist, eine Anomaliengruppe von Versicherten mit einer
chronischen Krankheit s separat zu behandeln, so werden in dieser Gruppe
sowohl alle TodesfZlle als auch alle Invaliditdten mit der Krankheit s verbun-
den. Bei den Studien von Anomaliengruppen ist es von Interesse herauszufin-
den, wie oft eine primare Ursache der Invaliditit, beziehungsweise des Todes,
mit der Anomalie s zusammenhingt. Wir konnen dabei auf die Arbeiten
hinweisen, mit welchen die Organisation Cointra sich beschéftigt.

Handelt es sich darum, das Mass der Invaliditit in Verbindung mit solchen
Krankheiten zu bestimmen, bei welchen die Sterblichkeit unter den Invaliden,
und damit die «mortality ratio», sehr gross ist, z.B. fiir cerebrovaskulédre
Krankheiten und fiir viele Tumorkrankheiten, kann die andere Methode von
Tage Larsson benutzt werden. Die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens von
Invaliditit in Verbindung mit solchen Krankheiten wird nach dieser Methode
mit Hilfe der entsprechenden Sterbewahrscheinlichkeit geschitzt. Die Wahr-
scheinlichkeit wird aber als das Produkt dieser Sterbewahrscheinlichkeit und
der Héufigkeit von Invaliditit bei dem betreffenden Verstorbenen berechnet.
Eine gewisse Altersverschiebung entsteht wegen des zeitlich verschiedenen
Emtreffens der Invaliditit und des Todesfalles. Als Mass der Altersverschie-
bung kann man die durchschnittliche Dauer der eingetroffenen Invalidititen
verwenden.

In Fillen von Invaliditit in Verbindung mit einem langdauernden Zustand
infolge chronischer Krankheiten, wie z. B. vieler organischer Nervenkrankhei-
ten, gewisser psychischer und vieler rheumatischer Krankheiten, werden die
beiden erwihnten Methoden unsicher. Todesfille, die bei solchen Zustdnden
von Invaliditit eintreffen, kommen ndmlich oft bei hoheren Altern vor, wobei
die Angaben der erwihnten Krankheiten in den Totenscheinen unvollstandig
sein konnen. (In seinem Studium von Patienten, die an Dementia Senilis leiden,
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braucht Tage Larsson Angaben {iber das Befinden zur Zeit der Aufnahme in
das Krankenhaus, um die Wahrscheinlichkeit des Eintreffens von der Krank-
heit zu berechnen. Diese Aufzeichnungen liefern meistens nicht nur den Zeit-
punkt der Aufnahme, sondern auch den ungefahren Zeitpunkt des Beginns der
Krankheit.)

2. Beobachtungen von Invaliditiit, einerseits bei den Verstorbenen und anderseits
bei den Versicherten, die das hochste Alter des Versicherungsvertrages erreicht
haben

Um den Zusammenhang zwischen Morbiditidt und Mortalitdt zu beleuchten
zeige ich eine vorlaufige Untersuchung auf Grund von Material der Versiche-
rungsgesellschaft Eir betreffend solche Kranken- und Invalidititsversicherun-
gen, die entweder infolge eines Todesfalles oder des erreichten hdchsten Alters
(Schlussalter) im Versicherungsvertrag abgelaufen sind [5]. Fir jede dieser
Gruppen ist die Haufigkeit des Eintreffens und die durchschnittliche Dauer der
Arbeitsunfihigkeitsperioden berechnet. Die Untersuchung bezieht sich auf
Versicherungen, die zusammen mit einer Lebensversicherung von Mannern in
den Jahren 1940-1949 abgeschlossen worden sind. Die Ablidufe verteilen sich
auf die Jahre 1955-1964. Jede Arbeitsunfihigkeit von mindestens 50%, die
langer als 3 Monate dauert, wird Invaliditidt genannt.

Tafel 1: Statistik von verschiedenen Gruppen von Versicherten

Anzahlvon Héufigkeit Gesamte Zeitvon
Versicherten von Invahliditit Invalidititin
in Promilleder Prozentender
totalen beob- totalen beob-
achteten Zeit achteten Zeit
(D (2) (3)
1k kk Ik kk 1k kk
Gruppe: Yoo %0 % %
Schlussaltererreicht 281 164 13 18 1. 1.6
Frithe Todesfille (53 Jahre) iy 60 42 47 %3 6,7
Spite Todesfille (53-Jahre) 90 54 52 65 6.6 10.3

Ik = Versicherungen mit einer Wartezeit von mindestens 3 Monaten.

kk = Versicherungen mit einer Wartezeit kiirzer als 3 Monate.

(Auch fiir die Gruppe kk werden Perioden von Arbeitsunfihigkeit unter 3 Monaten nicht
betrachtet.)
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Versicherte die vor dem Schlussalter gestorben sind, weisen in den Kolonnen
(2) und (3) dieser Tabelle hohere durchschnittliche Risikozahlen auf als Versi-
cherte, die das Schlussalter erreichen. Die Risikozahlen, die geméss der Tafel
fiir spate Todesfélle durchschnittlich hoher als fiir die frithen sind, erweisen, wie
erwartet, gemdss hier nicht vorgelegter Statistik von Eir eine starke jahrliche
Steigerung bis zu dem Jahr des Todes.

Von speziellem Interesse ist der Anteil der wihrend der Dauer der Invaliditit
eingetroffenen Todesfélle. Man erkennt daraus die relative Bedeutung dieser
«Todes-Invalidititen», verglichen mit der Gesamtdauer aller Perioden von
Invaliditdt, d.h. einschliesslich von Perioden die von Reaktivierungen unter-
brochen sind. Folgende Tafel illustriert dies.

Tafel 2 : Statistik iber die Verstorbenen

Alter Anzahlvon Anzahl der Gesamte Zeitin Gesamte Zeit von
beidem Todesféllen «Todes-Invalidi- Monaten vonInva- «Todes-Invali-
Todesfall titen» in Pro- liditdt pro An- ditdt»in
zenten der Anzahl zahlTodesfélle Prozenten von (3)
Todesfille
(1) (2) (3) (4)
1k kk lk kk 1k kk 1k kk
% % % %
-53 77 60 21 37 12 24 51 88
53-67 90 54 40 52 21 29 75 80

Zwischen 20 und 40% der Anzahl Todesfille in den Jahren bis 53 sind wihrend
den Perioden von Invaliditit eingetroffen. In den hoheren Altersgruppen waren
die entsprechenden Zahlen 40-50%.

Jeder frithe Todesfall war gemiss der Kolonne (3) von 12 bis 24 Monaten
Invalidititsdauer und jeder spite Todesfall von 21 bis 29 Monaten Invaliditits-
dauer begleitet. Mehr als die Hilfte und in drei von vier Gruppen drei Viertel
oder mehr von der totalen Invalidititsdauer bezogen sich gemiss der Kolonne
(4) auf die ununterbrochenen Perioden (« Todes-Invaliditiaten»), die mit dem
Tod endeten. Es wiire aber natiirlicher, Riickfélle, die nach kurzer Unterbre-
Chung eintreffen, mit der fritheren Periode zusammenzurechnen. In diesem
Fallewiirden die « Todes-Invalidititen» im Verhiltnis zu der gesamten Invalidi-
titsdauer noch mehr Bedeutung erhalten.
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Unter den Versicherten die das Schlussalter z erreicht haben, bekommt man aus
dem Material von Eir die Zahlen in der folgenden Tafel.

Tafel 3 : Statistik iiber die Versicherten, die das Schlussalter erreicht haben

Alterim ZeitinJahren  Anzahlder GesamteZeit  Hiufigkeitvon Gesamte Zeit
Zeitpunkt als Aktiver Perioden inJahrenvon  Invaliditit von Invaliditét
des Beginns von Invali- Invaliditit in Promille in Prozenten
derKrank- ditét von (2) = von (2) =
heitsperiode 3 1000 @ 00
@ (2)
(1) 2) &) (4) (5) (6)
1k kk 1k kk 1k kk 1k kk 1k kk
%60 %0 % %
-55 1843 1250 17 15 149 18 9 12 0.8 1,4
55-z 2211 1220 37 29 56,5 23 17 24 26 1,9
Summe 4054 2470 54 44 714 41 13 18 1,8 1,7

3

Beide diese Gruppen lk und kk zeigen eine Abhingigkeit vom Alter, die viel
schwiicher ist als die Gruppen der Verstorbenen. Eine Untersuchung zeigt
auch, dass die Abhingigkeit vom Alter hauptsichlich von solchen Invaliditéten
stammt, die beim Erreichen des Schlussalters noch andauern. Die Anzahl dieser
Versicherten ist 4,6% (k) und 4,9% (kk) von der ganzen Anzahl von Versicher-
ten, die das Schlussalter erreicht haben. Diese Fille reprisentieren aber mehr
als die Hélfte der gesamten Zeit der Invaliditdt dieser Versicherungen.

In allen drei Tafeln sind die Hiufigkeitszahlen fiir die Versicherungen mit
kurzer Wartezeit (kk) hoher als fiir die mit lingerer Wartezeit (1k). Das stimmt
gut mit den Resultaten aus anderem schwedischen Material {iberein.

3. Mathematisches Modell fiir das Risiko permanenter Invaliditit

Unter Beachtung der erwiihnten Ergebnisse der vorldufigen Untersuchungen n
der Versicherungsgesellschaft Eir habe ich die Methode von Tage Larsson
anzuwenden versucht, um ein mathematisches Modell fiir das Risiko perma-
nenter Invaliditat zu erhalten, d. h. solcher Invaliditit, die vom Tode oder dem
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Erreichen des hochsten Alters im Versicherungsvertrag gefolgt wird. Das
Modell mag in der Schweiz wohlbekannt sein, da man ja hier Zusatzversiche-
rungen zu den Lebensversicherungen kennt, die bei der Auszahlung der Versi-
cherungssumme auch Entschddigung fiir Invaliditat vor dem Tode leisten.

Wir wollen die Dauer der Invaliditit vor dem Todesfall bzw. vor dem héchsten
Alter z als stochastische Variabeln definieren. Es ist angenommen, dass diese
stochastischen Variabeln fiir Todesalter y bzw. Alter z die Verteiluhgsfunktio-
nen B (1) und K,(#) haben, welche in folgender Weise bestimmt sind. Wir
bezeichnen mit #, die Minimaldauer der Invaliditit. Fir 1 < ¢, sind die
Verteilungsfunktionen gleich 0. Wenn ¢ > #,und y < z, gelten

1-P, () = die Wahrscheinlichkeit dass vor dem Tode im Alter y Invaliditat
seit einer Dauer > ¢ > f,vorgelegen hat.

1-K,(1) = die Wahrscheinlichkeit dass fiir einen z-jdhrigen wihrend seines
Lebens Invaliditit seit einer Dauer > t > ¢, vorgelegen hat.

Jede der Funktionen hat einen Sprung fiir 1 = 1,, gleich P, (¢,) und K(z,), wobei

B, (1) = die Wahrscheinlichkeit, dass keine Invaliditit vor dem Todesfall
im Alter y vorliegt, und

K[(t,) = die Wahrscheinlichkeit, dass keine Invaliditit flr den z-jdhrigen
vorliegt.

Die erwihnten Wahrscheinlichkeiten miissen natiirlich auch vom Eintrittsalter
X, abhéngen, aber wir konnen hier davon absehen, wenn y geniigend gross
gewdhlt worden ist.

Die erwihnten Studien von Eir (Tafel 1) zeigen die grossen Unterschiede des
Invaliditdtsmasses zwischen den drei verschiedenen Gruppen: Schlussalter
erreicht, frithe Todesfille und spite Todesfille. Die Funktion B, (¢) fiir y = z
muss deshalb von K,(7) verschieden sein; P, (¢) ist eine vom Parameter y
abhingige Funktion von z.

Man kann voraussetzen, dass fiir die Wahrscheinlichkeiten, dass keine Invalidi-
tat vorliegt, folgendes gilt:

Ki(to) > B(1) > B(tp). (v < 2).
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Fiir die mittlere Dauer gilt

z—Xx y-x Z—-Xx

fMKmyi[mgm</%dgm.

rO l'0 IO

P.(t)ermitteltals Funktionvon 7 die Verteitlung des Risikos von vorhergehender

[nvaliditdt bei einem im Alter y eingetroffenen Todesfall. K.(z) ermittelt als

Funktion von ¢ die Verteilung des Risikos von vorhergehender Invaliditidt beim

Erreichen des Alters z. Mit Hilfe dieser Funktionen lassen sich demnach die

Wahrscheinlichkeiten des grossten Risikosin Verbindung mit Todesfall oder er-

reichtem Alter ermitteln.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir das Eintreffen der erwidhnten beiden Ereignisse

sind aus der Sterbetafel der Population gegeben, wobet

w#, = die Intensitdtsfunktion des Todesereignisses fiir einen y-jahrigen der
Population

und fiir die Ausscheideordnung /,,

Um den Zusammenhang zwischen Invaliditit und Sterblichkeit ndher zu
beleuchten, definieren wir die Funktionen
i, = die Intensititsfunktion fiir einen x-jihrigen des Eintreffens von per-
manenter Invaliditit die (frither oder spéter) vom Tode gefolgt wird,
J7; fX]H= die Intensititsfunktion des Todesereignisses eines x-jihrigen, der seit
t Jahren permanent invalid gewesen ist (¢ = ¢,),
und

Ay,
TR R

wobel / fx] . die Ausscheideordnung der permanenten Invaliden bezeichnet.
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Die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten Ereignisses — erstens im Alter x
einen Zustand von Invaliditdt, die vom Tode erfolgt ist, zu erreichen, und
zweitens genau bis zum Alter y (als Invalider) zu leben — ist gleich dem Produkt
der Wahrscheinlichkeit, im Alter y zu sterben, und der bedingten Wahrschein-
lichkeit der Invaliditit seit genau dem Alter x des Verstorbenen im Alter y, d. h.

. ]ix] +y—x i ‘ {y

Iy doc =2 N dy -2 p,dy-d, P,(y-x).

+ty-x

Z[x]+to I

! C g .
Mit der Bezeichnung g, (1) = - d?t( ) erhalten wir die Gleichung

If [

[x]+y-x e
X.[_fx .#{X]+y—x_}: Hy-gy,(y~x). (1)
[x]+1,

Integriert man die beiden Seiten der Gleichung iiber y vony = x + I bisy =g,
erhilt man fiir ein festes Invalidisierungsalter x die Gleichung

B f
Iy l:]__f[_]_“:_:l f l_y Uy Qy(y*x) dy- (2)
l[x] + 14 K+tg =
Bezeichnen wir &, (1) = — 2 K,(7) und ist z gross genug, um anzunehmen, dass

Invalidititen beim Erreichen des Alters z spiter vom Tode erfolgt werden, so
gilt offenbar

IFa., [
[¥]+z-x _ ‘fz _
R & k, (z— %) (3)

[%]+2,

Addieren wir die beiden Gleichungen (2) und (3), erhalten wir

z

, [
’x:f ll‘uy 0, (y—x) dy+ lekz (2D (4)

X

X fo

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Intensititsfunktion ix durch die Sterbetafel
der ganzen Population und die beiden Funktionen o, (y—x) und k, (z—x)
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bestimmt ist. Die Abscheideordnung / fx}ﬂ ist danach durch (1) bestimmt.
Definieren wir fiirjedes y < z die Funktion &, (y—x) mit Hilfe der Gleichung (3),
als y fiir z eingesetzt wird, so erhélt man von (1) und (3) die Gleichung

ky(y—x):Qy(yX):ﬁifng_yi' (5)

Diese Gleichung kann folgendermassen ausgedriickt werden

Die Anzahl von Invaliden seit dem Zeitpunkt des Alters x unter den y-jahrigen,
die leben, ist gleich dem Quotienten der Anzahl von Invaliden seit dem Alter x
unter den Verstorbenen im Alter y, dividiert durch den Wert von «mortality
ratio» (sieche Abschnitt 1) der Invaliden seit dem Alter x.

Setzen wir y—x & u in (5) und integrieren wir beide Seiten der Gleichheit liber u
von f, bis ¢, erhalten wir fir y < zund 7 > 1

!

%)
Ky(to)—Ky(t)—yy/ M’(ﬁ drt.

1y (y-1]+ ¢

Die Funktion wird damitauch fiir y < z definiert, wenn K, (#,) bekannt ist. Fur
y = z gibt die Definition der Absterbeordnung / Ex] . laut (1), mit ix von (4)
bestimmt, dieselbe Funktion Pix] o wie die durch von o, (f) und k.(7) laut (5)
bestimmte. Die Funktionen P,(7) und K,(7) mogen durch,direkte Beobachtun-
gen statistisch bestimmt werden. Man muss sich jedoch dariiber im klaren sein,
dass eine Versicherungspopulation zu verdnderlich ist, um o, (y—x) als Funk-
tion von y fiir grosse Werte von y—x statistisch berechnen zu konnen. Es scheint,
als ob die numerische Integration ohne gewisse Annahmen tber die Funktio-
nen auch in der Durchfithrung kompliziert ist.

Risikoteoretigch sind die Funktionen vor allem fiir grosse -Werte von Inter-
esse.

Analoge Gleichungen wie (1), (3) und (5) gelten, wenn man die Invaliditats-
funktionen der kombinierten Invaliditits- und Krankengeldversicherung be-
nutzt. In diesem Falle benutzt man in Schweden eine Invalidierungsintensitat
v und eine Ausscheideordnung A, der Invaliden infolge Todes und Reakti-
vierung. Mit Kenntnis dieser Grundlage, einschliesslich der Sterblichkeit u[&h ¢
der Invaliden und der Sterblichkeit .., der ganzen Bevolkerung, kénnen wir
die Funktionenp, (¢) und k_(7) der entsprechenden Gléichungen, (1) und (3),
bestimmen. Diese Gleichungen enthalten dann v, statti,, 4 [x]+, STALL] 5]+ und
wh statt ui.
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4. Praktische Anwendung des Modells

Das Modell, welches oben dargestellt worden ist, kann als ein Hilfsmittel
angesehen werden, um die interessantesten Teile des Invaliditdtsrisikos zu
studieren. Das Risiko einer vollstindigen oder hochgradigen Invaliditit infolge
Krankheit oder Unfalls — welches man in der Schweiz unter der Bezeichnung
kombinierte Invaliditdts- und Krankengeldversicherung deckt — kann in fol-
gende drei Komponenten zerlegt werden.
A. Das Risiko einer solchen Invaliditit, die vom Tode vor dem Erreichen des
hochsten Alters im Versicherungsvertrag erfolgt ist.
B. Das Risiko einer Invaliditit, wihrend der Zeit des Versicherungsvertrages,
die vom Todenach dem Erreichen des hochsten Alters erfolgt ist.
C. Das Risiko einer voriibergehenden Invaliditit.
Das Risiko A ist mit der Sterblichkeit der ganzen Population positiv korreliert.
Die Summe des Risikos hiangt von der Verteilungsfunktion P, (¢) ab, wobei das
Todesalter y ein Parameter ist. Diese Funktion hat einen mit y stark steigenden
Mittelwert. Die Wahrscheinlichkeit, dass keine Invaliditdt vor dem Tode
vorliegt, gleich dem Sprung P,(7), ist eine abnehmende Funktion von y. Das
Risiko 4 kann als verhiltnisméssig objektiv betrachtet werden.
Das Risiko Bist mit der Sterblichkeit der ganzen Population negativ korreliert.
Die Summe des Risikos hingt von der Verteilungsfunktion K.(7) ab. Diese
Verteilung hat einen grossen Sprung K(#,) und ist durch eine grosse Streuung
charakterisiert. Die Summe des Risikos B variiert je nach den Prinzipien des
Risikotrégers in bezug auf Beurteilung von permanenter Invaliditat, den Mog-
lichkeiten von Reaktivierung (Rehabilitierung) und den berufsméissigen
Arbeitsmoglichkeiten. Dieses Risiko ist, jedenfalls in Schweden, stark vom
Invalidititsbegriff der Sozialversicherung abhéngig.
Das Risiko Cist wesentlich von der Wartezeit abhéingig, aber nicht so viel vom
Alter. Weil dieses Risiko fiir Wartezeiten von drei Monaten oder linger im
Verhéltnis zu dem totalen Risiko klein ist, konnte man in der Praxis das Risiko
C als vom Alter unabhingigen Zuschlag schitzen. Das Risiko enthilt sicher
viele Momente von subjektivem Charakter. Die zufilligen Schwankungen
haben meistens wenig Bedeutung fiir das totale Risiko.
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Zusammenfassung

Der Artikel beschreibt Modelle, welche die statistische Verbindung zwischen Morbiditét und
Mortalitat berticksichtigen. Die statistischen Ergebnisse, die man durch Gruppierung von Invalidi-
tiatsversicherungen erhilt, je nachdem, ob die Versicherung beim Tode oder beim Erreichen des
hochsten Alters des Versicherungsvertrages beendigt wird, motivieren das mathematische Modell.

Summary

The article describes models which take into account the statistical relationship between morbidity
and mortality. The model is motivated by statistical results obtained by separating disability
insurances into two groups, one consisting of those terminating by death, the other consisting of
those reaching the maximum age possible under thecontract.

Reésume

L'article décrit des modéles qui tiennent compte du rapport statistique entre la morbidité et 1a
mortalité. La motivation du modé¢le est donnée par des résultats statistiques qu’on obtient en
partageant les assurances-invalidité en deux groupes, suivant que I'assurance se termine a la mort
oua 'dge maximal prévu par lecontrat.

Riassunto

Larticolo descrive modelli che tengono conto della relazione statistica fra la morbidita € la
mortalita. La motivazione del modello si basa sui risultati statistici ottenuti separando le assicura-
zione-invalidita in due gruppi secondo che il contratto assicurativo scade per decesso oppure per
raggiunta dell’eta massima prevista.
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