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Note sur la duree de la rente certaine

Par Philippe Chuard, Pully

1.

Considerons l'expression

V =AaTD. (1)

Elle lie quatre quantites:

V la valeur initiale d'une rente certaine, immediate et temporaire, dont les

termes sont en tiers, constants et payables postnumerando;
A le montant de chacun des termes periodiques;
i le taux d'interet (dont la duree de reference est la periode);
n la duree (exprimee en periodes).

Lorsque trois des quantites sont connues, on peut calculer la quatrieme. Les
resultats que Eon obtient si Ton cherche V, A ou i ne presentent aucune
difficulte d'interpretation. Mais il n'en va pas de meme pour n.
Ordinairement on definit pour n entier. Cependant si Ton cherche n avec
(1), les quantites V, A et i etant donnees, on trouve normalement une valeur
qui n'est pas entiere

n N + f, (2)

oü N est un nombre entier positif (N£N) et/, un nombre reel positif inferieur
ä 1 (0 </ < 1). On doit alors se demander comment, en realite, se presente la
rente en question.

2.

Observons tout d'abord qu'il est facile de calculer n au moyen de V, A et i,
meme si Ton n'est pas au clair sur la signification precise et complete du
resultat. En effet, si Ton admet que
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est valable pour toute valeur de n, on tire de (1) et (2)

V I -yN-ir (3)
A i

i
A

l°g-, 77
et N+f=- (4)

log r

oü r 1 + i

On pourrait admettre que la rente dont la valeur initiale est a^r+j] comprend
N + 1 termes dont les TV premiers sont egaux chacun ä 1 et dont le (N + l)me,

qui suit le Nme d'une fraction/de periode, est partiel et vaut p (0 < p < 1) La

liaison entre la fraction de penodef et le terme final partielp s'etablit avec

aFT7\^aN\+PvN'f

ff— 1

d'oü Ton tire p -=
i

Cette interpretation d'une duree non entiere, pour une rente dont les termes

sont payables postnumerando, est theoriquement admissible, mais eile ne

correspond pas aux besoms de la pratique. En effet, dans la realite, le terme

partiel est echu une periode entiere (et non une fraction de penode) apres le

dernier terme entier Soit alors P ce terme partiel. Sa valeur s'obtient en

capitalisant p pendant une fraction 1 -/de penode,

P A-fp,

d'oü Ton tire P ~—j—,
®

a

ou d iv.

Si done, partant de V, A et i, on obtient, par la relation (4) ou par une autre

qui lui est equivalente, n N + f, on peut dire que la rente est constitute de

N termes valant chacun A et d'un (N + l)me, echeant une periode apres le

dernier terme entier A, et valant AP, oü P est donne par (5). La valeur

trouvee pour n n'a done pas tout-a-fait la signification d'une duree puisque

l'mtervalle de temps entre l'epoque de calcul de V et l'echeance de AP est de

N + 1 penodes.
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3.

Le terme final Ppeut etre calcule autrement que par les relations (4) et (5). En
effet, partant de (1), on peut determiner l'entier positif N par

V
aN\<^<aWFx] ®

Puis on pose l'equation de valeurs actuelles

^=am+PvN+1

^A~aN\
d'oü Ton tire P —rr-— (7)

vN+i

Cette relation est äquivalente ä (5), ce qu'on montre en introduisant (3) dans

(7), mais eile est d'un emploi beaucoup plus simple.

4.

II existe un procede encore plus pratique pour calculer P. Partant de (1) et

connaissant V, A et i posons que
N + F

est la valeur de la duree obtenue par interpolation lineaire de J- entre ajy] et

alvTi1- Onobtient

A~am
N+F N+

aNTl\-aN]

d ou p — 32 (8)
vN+i

En comparant (7) et (8) on constate que

P F,
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ce qui signifie que la partie non entiere de la duree calculee par interpolation
lmeaire de entre et «^p—| est egale exactement au terme final partiel
(correspondant au terme entier 1) Ce resultat est remarquable car la duree

interpolee N + F n'a aucune signification pour elle-meme Cependant eile

permet de calculer exactement et tres facilement le terme final partiel P.

5.

Si nous considerons une rente dont les termes A sont payables praenume-
rando et que nous en designons par Lla valeur initiale, nous avons, au lieu de

(1).

V=Aawi (9)

La partie entiere TV de n etant donnee par

aivl <T< aÄm >

le terme final partiel P, qui est le (TV + l)me de la rente dont la valeur initiale

est ^ et qui est payable uneperiodeapres le TVme et dernier terme entier egal ä 1,

s'obtient avec

m~PvN

d'oü ^~aN]
P~A (10)

Posons que TV + Fest la valeur de la duree obtenue par interpolation lmeaire

de ¥ entre ajp^ et On obtient

K _A a^\
N + F N +

«A?-n am

A 'am
d'oü F= 77—vN

et, en comparant avec (10), P F.
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On constate ainsi que pour la rente dont les termes sont payables praenume-
rando, comme pour celle dont les termes sont payables postnumerando, le

terme final partiel peut etre calcule selon le meme precede simple. Ce precede
est base sur le calcul de la duree par interpolation lineaire de la valeur initiale
de la rente. Le terme final partiel, correspondant au terme entier 1 et payable
une periode apres le dernier terme entier, est egal ä la partie non entiere de la
duree calculee par interpolation.

6.

Resumons ce qui precede.
Soit

n un nombre reel positif (n £R+) et
N le plus grand entier compris dans n (N [«]).

L'interpretation la plus utile de aest
la valeur actuelle, calculee au taux d'interet i, de N + 1 termes se succedant
de periode (duree de reference du taux i) en periode, dont les N premiers
valent chacun 1 (termes en tiers) et dont le (N + l)me est inferieur ä 1 (terme
final partiel) et echoit une periode entiere apres le Nme, l'epoque de calcul de
la valeur actuelle etantplacee une periode avant l'echeance du premier terme.

Pour l'interpretation est la meme que pour a-^, mais l'epoque de calcul
de la valeur actuelle est placee au moment du payement du premier terme.
Dans le cas de a-^, comme dans celui de äm, le montant du terme final
partiel est egal ä la partie non entiere de n, lorsque n est une valeur interpolee
lineairement entre N et N + I.

1.

La reciproque des developpements qui precedent est susceptible d'applica-
tion. Considerons une rente dont les N premiers termes valent chacun A et
dont le (N + l)me et dernier vaut AP (oü 0 < P < 1). Precisons que, pour
cette rente, l'intervalle de temps separant les echeances de deux termes successes

est toujours egal ä une periode (duree de reference du taux d'interet 0. On
peut designer la valeur actuelle initiale de cette rente par
Psi l'epoque de calcul est fixee une periode avant l'echeance du premier

terme A,
v si l'epoque de calcul est fixee au moment de l'echeance du premier terme A.
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Ces valeurs actuelles se calculent avec

V Aa-j^ + AP vN+\

V A üpj\+AP vN.

Mais, compte tenu des developpements qui precedent, on peut aussi proceder

comme suit en faisantun calcul d'interpolation lineaire:

Le lecteur qui souhaiterait se voir proposer des applications numeriques

pourra prendre connaissance des exemples suivants.

a) A l'exception de la derniere, les annuites constituant une rente valent

chacune 3000. Au taux d'interet de 5% l'an la valeur actuelle de la rente,

calculee un an avant l'echeance de la premiere annuite, vaut 24000. Quels

sont le nombre des annuites et le montant de la derniere?

V A aN _ p\ (interp.lin.),

ou

V A äN + P| (interp. lin.),

a~NT71 (interp.lin.) (1 -P)

äN + P\ (interp.lin.) (1-i5) ä^] + Päjfj-7]

8.

Donnees: V= 24000 A 3000 i 0,05

Ier calcul
log 1,666 667 0,221848 8

+ '~
log 1,05 0,02118930

10 + 0,469 85

rr 1,050'46985 1,023 188 8

1^0,9773367
0,05

1,05 0,475 929
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2e calcul

V V
-=-8 aiö,<-<aII1

8-ajöi 8-7,721735
P ~i^=ll584679~ 0,475 928

3e calcul (par interpolation lineaire)

S — a.-öi 8 —7 721735
N+F=\0 + - ^ 10+ o I, J ',=10 + 0,475 928

anl~~aIöl 8,306414—7,721735

La rente comprend 10 annuites de 3000 et une llme de

3000 • 0,475928 1427,8

payable un an apres la 10me.

b) A l'exception de la derniere, les annuites constituant une rente valent
chacune 8000. Au taux d'interet de 6% Fan la valeur actuelle de la rente,
calculee ä l'echeance de la premiere annuite, vaut 50000. Quels sont le

nombre des annuites et le montant de la derniere?
Donnees: V 50000 A 8000 i 0,06

V
— 6,25 calcul par interpolation lineaire

6,25 — (Ai 6 25—5 917324
N+F=7+- "7+ ;o0,o, 'q,7L =7 + 0,500222

a-gj —a^i 6,582381 — 5,917324

La rente comprend 7 annuites de 8000 et une 8me de

8000 0,500222 4001,8

payable un an apres la 7me.
c) Quelle est la valeur actuelle de 31 mensualites dont les 30 premieres valent
chacune 200 et dont la 31me vaut 50, si le taux d'interet est de 1,5% par mois et

que l'epoque de calcul est placee un mois avant l'echeance de la premiere
mensualite?
Donnees: N 30 A =200 AP 50 i 0,015
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1er procede

V 200 «jo, + 50 v^i 200 24,0158 + 50 0,6303 4834,7

2me piocede

n 30 F
50

a

30,25

0,25 «5J,

0,75 24,0158 + 0,25 24,6461 24,1734
V 200 aj^ß] (mterp lm 4834,7

200

30251 (interp lm 0.75

Zusammenfassung

Dei Autoi unteisucht das Pioblem dei Interpolation von am> wenn n nicht eine ganze 7ahl ist

Er gibt eine einfache Methode zui Betechnung dei letzten Teiltente, die sich m diesem Fall

ergibt

Summary

The authoi mteipicts n,7|foi n non integer valued In this case he explains a simple method to

compute the last paitial annuity

Resume

L'autcui examine le piobleme d mteipictation que pose am loisque n n'est pas un nombre

entiei II indique un procede simple peimettant de calculer le teime final partiel qui mtervient
dans cc cas

Riassunto

L'autore discute il problema dell mteipretazione di a-j], quando n non e inteio Descrtve un

metodo semphce pei il calcolo dell ultima rendita ottenuta in questo caso
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