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Eruarp KreMER, Hamburg

Ein Modell zur Tarifierung
von Kumul-Schadenexzedenten-Vertragen
in der Unfallversicherung

[ Einleitung

Die verschiedenen Riickversicherungsvertragsformen sind zur Reduktion unter-
schiedlicher versicherungstechnischer Risiken entwickelt worden. Zum Schutz
gegen Grossschiden erweist sich die Kombination zweier Vertragsformen als
besonders geeignet, dies sind:
(a) der (einzelrisikoorientierte) Schadenexzedentenvertrag (XL) oder der Sum-
menexzedentenvertrag
(b) der Kumul-Schadenexzedenten-Vertrag (Kumul-XL).
[s. Gerathewohl (1976)]. Speziell in der Unfallversicherung erscheint zur
Riickversicherung des Einzelrisikos der Summenexzedentenvertrag als adiquat,
dennoch wird oft auch der XL (pro Risiko) angewendet. Erginzend hierzu wird
hiufig ecin Kumul-XL zum Schutz gegen unbekannte Kumuls abgeschlossen,
Sind die Priorititen fiir den XL und den Kumul-XL festgelegt, so stellt sich fiir
den Riickversicherer das Problem, die richtige Risikoprimie zu bestimmen. Zur
Tarificrung von XL-Vertrigen in der Unfallversicherung wurde kiirzlich vom
Verfasser [s. Kremer (1981)] ein allgemeines Exposure-Verfahren dargestellt,
das cine Erweiterung cines von Benktander (1954) fiir die Feuerversicherung
entwickelten Verfahrens ist.
Schwieriger als die Quotierung von XL-Vertriagen erweist sich die Tarifierung
von Kumul-XL-Vertrigen, da die Unabhiingigkeitsannahme fiir die Einzel-
risiken hierbei nicht mehr zulissig ist. Fir die Lebensversicherung wurde bereits
cin praktikables Modell zur Bestimmung der Risikopriimie eines Kumul-XL,
das sogenannte Strickler-Modell, entwickelt [s. Strickler (1960)], das von
Feilmeier et al. (1980) noch verallgemeinert wurde. Dieses Modell lisst sich auch
direkt in der Unfallversicherung zur Tarifierung eines Kumul-XL fiir das
Todesfall-Risiko anwenden. Sollen jedoch weitere Eventualititen, etwa das
[nvaliditits-Risiko, im Kumul-XL mitgedeckt werden, so ist das Strickler-
Modell in seiner Grundform nicht mehr anwendbar.
[n der vorliegenden Notiz stellen wir eine einfache Verallgemeinerung des
Strickler-Modells auf den Fall mehrerer Eventualitiiten dar. Es wird lediglich die
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Struktur des erweiterten Modells angegeben, das Testen der Realisierbarkeit
mochte der Verfasser den in der Praxis titigen (Riick-)Versicherungsmathe-
matikern liberlassen.

2 Das Kollektiv des Erstversicherers

Betrachtet wird ein Kollektiv K= {R‘g, 3e0} von Risiken Ry, die bei Unfillen
gegen eine oder mehrere von p sich gegenseitig ausschliessenden Eventualitditen
e, k=1,...,p versichert sind. Jede Eventualitit ¢ kann Intensititsgrade
[,€[0,1]annehmen, wobei /, = 0 bedeutet, dass die Eventualitit nicht eingetreten
ist. Bekannt sei die bedingte Verteilungsfunktion F, des Intensititsgrades I, unter
der Bedingung, dass diec Eventualitit e eingetreten ist:

Fo(y):=P(L,<y|l,>0), ye[0,1].

Der Erstversicherer biete m, verschiedene Versicherungsformen #,;,j=1,...,m,
fiir die Eventualitiit e an, wobei die Versicherungsform .% ,; gekennzeichnet ist
durch eine Funktion g,;:{0,1]—-[0,20) (g.;(0)=0) mit den Eigenschaften:

g.jist nichtfallend, linksseitig stetig auf (0, 1] und integrierbar beziiglich } (1)
der Verteilungsfunktion F,.

Die Funktion g,; ist als Auszahlungsfunktion zu interpretieren, d.h.:
[st das Risiko R gegen die Eventualitit e mit der Versicherungsform .#
versichert und gilt 7,=i, so wird dem Risiko das g,;(i)-fache seiner
Versicherungssumme ausgezahlt. Dieser Betrag wird im folgenden als
Schadenhéhe (beziiglich der Eventualitit ¢) bezeichnet.

Die Verteilung der Versicherungssummen der Risiken des Kollektivs wird
beschriecben durch die Verteilungsfunktionen V,; auf (0, c0) mit:
_{ReM.; 0. (R)<uf|

Vo)=L T
ej

wobet wir definieren:
M Menge der Risiken aus K, die gegen die Eventualitit e mit der

Versicherungsform j versichert sind

ej:

v.(R):  Versicherungssumme des Risikos R beziiglich der Eventualitit e.
Hierbei wird angenommen, dass ein beziiglich der Eventualitit e
versichertes Risiko R lediglich eine der Versicherungsformen .7
wahlen kann.
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3 Der Kumul-XLL

Das Kollektiv soll durch einen Kumul-XL mit Prioritit P und Haftung H-P
riickversichert werden, wobei wir zur Vereinfachung eine einjihrige Vertrags-
dauer (wie in der Praxis iiblich) annehmen.
Sei N, die Zufallsvariable, welche die Anzahl der Risiken des Kollektivs
bezeichnet, die bei einem Unfallereignis von der Eventualitiit e, betroffen sind.
Damit ist )
N:=) N,
k=1

die Gesamtzahl der vom Unfall betroffenen Risiken. Bezeichnet S, die
Schadenhohe des /-ten von der Eventualitit e, betroffenen Risikos (/=1,

v 1w 3 2Vi)s, 50 1681 A

S::Z ZSM
k

=1 I=1

dic gesamte Versicherungsleistung bei dem betrachteten Unfall. Der Kumul-XL
sei nun derart erklirt, dass der Riickversicherer genau dann belastet wird, falls

N>M, S>P

wobei M > 1 fest vorgegeben ist. Die Exzess-Belastung betrigt dann fir den
Riickversicherer pro Unfall:

XS:=(min (f,S) =P) 1 5o p wou)

4 Auswertung des Modells

Zur Auswertung des Modells werden zusitzlich die folgenden Annahmen

getroffen:

(A1) Die gemeinsame Verteilung von (N,...,N,) ist bekannt. Wir sctzen:
hing,...,m):=P(N,=ny,...,Ny=ny), VYmelN,.

(A2) Die Anzahl U der Mehrfachunfille (d.h. Unfille mit N> M) sci Poisson-
verteilt mit Parameter u= E(U) und stochastisch unabhingig von der
Schadenhohe S des einzelnen Unfalls.

(A3) Die Schadenhéhen S verschiedener Mchrfachuntille seien stochastisch
unabhingig.

(A4) Die Schadenhohen Sy, /=1,...,m,k=1,...,p, verschiedener von einem
Unfall betroffener Risiken seien stochastisch unabhingig.
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Im folgenden setzen wir:

1Mo

pu(j.):“ Me /: l:-' Caa (2)

z m)

wobei M, ; wieder die Menge der Risiken bezeichnet, die gegen die Eventualitiit e
mit der Versicherungsform % ,; versichert sind. Hiermit erhalten wir fiir die
Verteilungsfunktion G, der Schadenh6he cines von der Eventualitit e ge-
troffenen Risikos R, wobei dic Versicherungssumme entsprechend der Ver-
teilung V,; aus dem Kollektiv und die Versicherungsform j gemiss den
Wahrscheinlichkeiten p.(/), j=1,...,m,, ausgewihlt wird:

Me

Go$)= Y po(D)- | P-ge(L)<s|le>0)V(dv)

j=1 (0, 20)

i,

= Z pj)- [ Fols/o)Ves(dv), 3)

(o ©)
wobei: F,j:=F, 08,
mit :

1= sup {u< g, ;(y<t}, falls >0
0 , falls t<0
wegen (1) eine Verteilungsfunktion ist. Fiir die Verteilungsfunktion Gyg der
Exzess-Belastung XS folgt aus (Al), (Ad):

G.\'S(‘Y) = Z h (”I PR 3”]&)

(Myeees 1)
Ynp<M-—1
i

+ Y h(ny,..m) [k_(G*”")](HP) (4)

{"l ----- Hi)
2':.'!,' >M
i

falls s [0, H-P], wobei " den Faltungsoperator bezeichnet [vergl. Feilmeier et
al. (1980)], und Gyg(s)=1, falls s> H-P. Wegen (A2), (A3) gilt fir den
Erwartungswert und die Varianz des gesamten jahrlichen Exzess-Schadens
XS

Pt = E(XS5) = 1 - E(X'S)

o2, :=Var(XS,)=p' E(XS)
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womit man bei Verwendung des Standardabweichungsprinzips [s. Biihlmann
(1970)] die Risiko-Prdmie fiir den Kumul-X1. gemiss

RP= o+ 00 Oy

berechnet. Hierbei nehmen wir ae(0,00) als fest vorgegeben an, auf die
Bestimmung von « iiber ein Stabilititskriterium soll hier nicht niher einge-
gangen werden [s. hierzu Feilmeter et al. (1980)].

Bezeichnet iy bzw. yo den Mittelwert bzw. das zweite Moment des Exzess-
Schadens eines Kumul-XL mit Prioritit Q und Haftung H = oo, so lassen sich
E(XS) und E(XS)? fiir unseren Kumul-XL mit Prioritit £ und Haftung H—P
darstellen gemiiss: ;

E(XS) = pur —pp

E(XS)Z =yp —Yy—2(H-P) - iy

Setzt man zusitzlich voraus:
(AS) G, besitzt eine Dichte g, beziiglich dem Lebesguc-Mass, so gilt nach (4):

r S
lo = z hing,...,n)- \ (s—Q) [ sk (gi(,*,:'k):l(l\.)d‘s,
(my,eees Nni) [Q.0) _k—-l
Yni>M
| : " (5)
P
ve= », h(n,....m): | (s—Q)- [ * (!Z’Zﬁf"‘)}(é‘)c/-\'
(R sy ny) [Q, ) k=1 )
;”" >M

5 Anwendung des Modells

In der Praxis beschrinkt man sich bei der Tarifierung von Unfall-XL-Vertrigen
aul die Betrachtung der Eventualititen Tod und Invaliditit, d.h. im obigen
Modell ist p=2 zu sctzen.

(a) Fir die Eventualitit ,,Tod™ gilt:

F,=1y, m,=1, g.,,=id, p,(1)=1

womit folgt:

G (8)=Ve, 1 (8) (6)
Zur Vereinfachung der Rechnung kann man V,, ; durch eine absolut stetige
Verteilungsfunktion ¥ approximieren, wodurch Bedingung (AS) erfiillt wird.
Hicrzu bietet sich die Exponentialverteilungsfunktion

V(U)z(l —~BRpk = - v))- l((,_,,,‘,(t?)



58

an [s. Ammeter (1949), Feilmeier (1980)], deren Parameter a mittels Re-
gressionsanalyse bestimmt werden kann. Die Faltungen von g, in (5) sind damit
direkt berechenbar [vergl. Feilmeier (1980) Formel (2.2.8)] und zwar gilt:

aHl

5 ¥ .
#O=——
(n] - 1) .
(b) Fir die FEventualitit , Invaliditdt* werden in der Praxis i.a. mehrere
Versicherungsformen angeboten, z. B.:

oM T hexp (—av) - 1, w) ().

e,.1 - proportionale Entschidigung, d.h.:
e, () =1, Vie[0,1]
F ., 2 progressive Entschidigung mit Hochstleistung von 225 9%, d.h.:

8y 2(1)=1 110 1(D) + (i —=0.25) - 10.25.13(¢)
+(l_050) 1(()_50‘1](1.), ViE [O, I],

N

er.3.  Mehrleistung ab 90 % Invaliditat, d.h.:

8oy 3(D)=1i" (l[().l](i) T l(o.t)(),ll(f))» Vie[0,1].

Begrenzt man die Mehrleistung, so hiingt dic Funktion g von der
Versicherungssumme V ab [s. Kremer (1981)]. Zur Vereinfachung sci
dieser Fall hier nicht betrachtet.

Offensichtlich gilt fiir diese Versicherungsformen:
(1) gej(O=0, j=1,....3,
und:

r,
() gaf(x)= ) (ap+bj-x)-1,,(x), j=1,23
t=1
wobel J,, t=1,...,T; disjunkte Intervalle und «;, b;€lR sind. Besitzt F,, eine

Jt> Yt
Lebesque-Dichte f,,, so besitzen auch die Verteilungsfunktionen F,, ; Lebesque-
Dichten f,, ; und zwar:

€2,)
~ '!}
Tord)= Y by funlat by %) 15, (%)

t=1

Hiermit erhilt man als Lebesque-Dichte g,, von G, :

2 -
)= Y Peli)e [ Tensf8/0) Ve, (cl)
i=1 0.0y U
d.h. (AS) ist erfillt.
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s

Approximiert man die Verteilungsfunktionen V,, ; durch Exponentialver-

teilungsfunktionen und F,, durch ein Polynom (f,, ist damit ebenfalls ein
Polynom), so kann g,,(s) fiir festes s naherungsweise berechnet werden. Denn
wegen der bekannten Rekursionformel:

exp (—av) | exp (—av) cexp (—av)
: T @ | ———dv), g>1.
q—

j L dy = a-1 - 1

reduziert sich diec Berechnung von g,,(s) auf die Berechnung von Termen der

Form: o
2 exp(—av
j CXp (F ( ) do=Ei(—a-z(s)) —Ei( —a- y(s))
()

mit von s abhingenden Endpunkten z,y und dem Exponentialintegral

[vergl. Abramowitz (1964)]. Offensichtlich sind nun die Faltungen von g, in (5)
nicht mehr wie in (@) explizit angebbar, sondern man muss zur Berechnung auf
iterative Niherungsverfahren [s. z. B. Strauss (1976)] zuriickgreifen,
Abschliessend noch eine Aufstellung tiber die fiir die praktische Realisation des
obigen zwei-dimensionalen Modells benotigten Daten:

(L) Unfallstatistik, welche die Hiaufigkeiten der Unfiille mit #, Toten und n,
[nvaliden fir alle moglichen (ny, ny)-Tupel angibt. Diese Marktstatistik
kann (analog zu Strickler 1960) direkt zur Berechnung von h(n,,n,)
verwendet werden. Geeigneter erscheint uns ein zu Feilmeier (1980,
S. 620-621) analoges Vorgehen, d.h. eine gesonderte Verteilung fiir jedes
spezielle Versicherungsunternehmen durch Modifikation der Marktsta-
tistik unter Berticksichtigung der regionalen Aufteilung des speziellen
Portfeuilles herzuleiten.

(2.)  Schditzer fiir i, der mit zu Feilmeier (1980, S. 622-623) analogen Methoden
gewonnen werden kann.

(3.)  Hdufigkeitsverteilung der Invalidititsgrade basierend auf Marktdaten,
womit man eine empirische Verteilungstunktion als Niherung fir £,
crhilt.

(4.} Portefeuille-Aufteilung — des  Erstversicherers, d.h.  Angabe der
Versicherungssummen zum Todes- und Invaliditits-Risiko, untertetlt
nach den verschiedenen Versicherungsformen. Hiermit konnen dann die
Verteilungsfunktionen V,; angegeben werden.
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Wir beschrinken uns hier auf diese kurzen Bemerkungen, da die ausfiihrlicheren
Untersuchungen in Feilmeier (1980), wie oben bereits mehrfach betont, sich
analog auf unser Modell tibertragen lassen.

6 Diskussion des Modells

Wie bereits in der Einleitung erwihnt, stellt das Modell eine Verallgemeine-
rung des Strickler-Modells (mit den Erweiterungen in Feilmeier [1980]) dar.
Letzteres erhilt man als Spezialfall unseres Modells, falls man p=1 und die
Eventualitit ¢, als Todesfall wihlt, Die Verallgemeinerung liegt darin, dass
obiges Modell zusitzlich die Behandlung des Invalidititsfalles ermoglicht, bei
dem im Gegensatz zum Todesfall auch Teilschiden moglich sind. Ferner erlaubt
das erweiterte Modell die Berticksichtigung mehrerer Versicherungsformen fiir
jede Eventualitit. Kern des Modells ist Formel (3), dic ecine Verallgemeinerung
von (6) des Strickler-Modells darstellt.

Offensichtlich sind bei der Anwendung des Modells relativ aufwendige Berech-
nungen durchzufiithren. Da in der Praxis hiiufig schnelle Tarifierungen benotigt
werden, sollte man das Modell nicht in der detailliertesten Form imple-
mentieren, z.B. konnte man beim Invaliditidtsfall Mehrleistungen ab 90 Y
vernachlissigen.

Dr. Erhard Kremer
[nstitut fir
Mathematische Stochastik
Bundesstrasse 55

2 Hamburg 13
Deutschland
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Zusammenfassung

Zusiitzlich zum Summenexzedenten bzw. (einzelrisikoorientierten) Schadenexzedentenvertrag wird
tiblicherweise in der Unfall-Riickversicherung ein Kumul-Schadenexzedentenvertrag zum Schutz
gegen den unbekannten Kumul abgeschlossen. Zur Tarifierung solcher Vertrige wird ein Modell
angegeben, das eine Verallgemeinerung des Strickler-Modells auf mehrere Eventualititen darstellt.

Résumé

En réassurance-accidents on rencontre ordinairement, en plus des couvertures d’excédents de
sommes et d’excédents de sinistres, des contrats d’excédents par suite de cumuls & titre de protection
contre les cumuls inconnus. Larticle propose un modele permettant une tarification du risque de
cumul généralisant le modeéle de Strickler dans le cas de plusicurs éventualités.

Summary

In addition to the surplus and (working) excess-of-loss-treaty one usually applies in accident-
reinsurance a cumule-excess-of-loss-treaty for protection against the unknown cumule. For the
premium calculation of such treaties a model is developed as generalisation of the Strickler-model.
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