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D. Kurzmitteilungen

Philippe Chuard, Pully

Le cours mathematique retrospectif

Le cours mathematique d'une obligation d'un emprunt amortissable et la

prime unique d'une assurance mixte combinee ä une rente temporaire
s'expriment Tun et l'autre par des formules dont la construction algebrique
est la meme1. Or cette formule de prime unique est egalement celle
de la reserve mathematique. On sait d'autre part que si une reserve
mathematique est ordinairement calculee selon une methode prospective,
eile peut egalement l'etre selon une methode retrospective. II est alors

legitime de se demander comment se presente cette dualite de methodes

pour le cours mathematique.

* * *

Designons, pour un emprunt, par

D}- le nombre d'obligations remboursees lorsque la duree restant ä courir
est de k annees,

IVfc le nombre d'obligations en cours lorsque la duree restant ä courir est

comprise entre k et k — 1 annees,
k pouvant prendre les valeurs n, n — 1,..., g,..., 1,0.

Le schema de la page suivante represente revolution du nombre des

obligations durant les n dernieres annees de l'emprunt. Le cas envisage
est general:

- si les Dk sont tous nuls, l'emprunt est remboursable ä echeance fixe;

- si les £)fc sont tous egaux, l'emprunt est ä amortissement constant;

- lorsque les annuites sont constantes, les D^ varient en progression
geometrique;
si N0 est nul, l'emprunt est totalement amortissable;
il est partiellement amortissable dans le cas contraire.

1 Voir: Analogies actuarielles; Cahier N° 22 de l'Institut de sciences actuarielles de l'Universite
de Lausanne, 1987.
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n-1 Figure 1

g+i

g-i

n-g

Lorsque g annees restent ä courir le cours mathematique se calcule en
additionnant

la nue-propriete Pg, c.-a-d. la valeur actuelle d'un remboursement
futur, et

l'usufruit Ug, c.-a-d. la valeur actuelle des interets futurs.

II s'agit done d'un precede prospectif et la formule du cours mathematique
est donnee par

Pa + Ua (1)

OU

F'-NS v'Dg_x + v'2Dg„2 + + v/9(D0 + N0)

U9 W (V'N9 + V'2N9-1 + ' ' ' + W,9iVl) •

(2)

(3)
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Le taux i$, qui apparait dans Ug, est le taux nominal de l'emprunt. Le taux
i', qui apparait dans le facteur d'escompte v', est le taux devaluation du

cours mathematique.

* * *

On etablit l'equivalence de la methode prospective et de la methode

retrospective, pour calculer une reserve mathematique, en se basant sur
le fait que, pendant toute la duree de l'assurance, la valeur actuelle des

prestations passees et des prestations futures de l'assure est egale ä la valeur
actuelle des prestations passees et des prestations futures de l'assureur. La
reserve mathematique prospective est la difference de valeurs actuelles de

prestations futures; la reserve mathematique retrospective est la difference
de valeurs actuelles de prestations passees.
Le meme raisonnement est utilisable pour le cours mathematique, les deux

partenaires etant l'obligataire et 1'emprunteur. Admettons qu'au moment
oh la duree future de l'emprunt est de g annees on calcule le cours
mathematique d'une obligation achetee n — g annees plus tot.
Au moment de l'achat la valeur de l'obligation est, selon les formules (1)
a(3),

Kn pn + Un. (4)

La valeur actuelle de la nue-propriete pendant les n — g annees ä venir est

alors

Pn: H=?l ^ {V'Dn~ 1 + V*Dn_2 + + v'n~9Dg) (5)

et celle de l'usufruit

Un:^T\=jtn (v'Nn-1 + V*Nn_f + • • + v'n~9Ng+l) (6)

Les trois valeurs actuelles definies par les formules (4) ä (6) sont calculees ä

l'epoque de calcul ou la duree restant ä courir de l'emprunt est de n annees.
Si l'on deplace l'epoque de calcul de n — g annees, on doit multiplier ces

valeurs par

/n—g N-n
r

Ng
(7)
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Ce facteur tient compte de ce que la capitalisation a lieu au taux d'interet
i' et de ce que le nombre des obligations en cours passe de Nn ä Ng.
Dans ces conditions on obtient les valeurs actuelles suivantes au moment
oü la duree future de l'emprunt est de g annees :

prestations passees de l'obligataire: Kn r'n 9^p-
Ng

prestations futures de l'obligataire: 0

- prestations passees de l'emprunteur: (Pn n_ i + U n_ r,n 9
V y' y y v Ng

- prestations futures de l'emprunteur: Pg + Ug

D'oü l'equation

Knr'n-9^-=(Pn.^ + Un ^njr'n-^ + Pg + Ug, (8)

On en tire la formule (1) du cours mathematique prospectif et la formule

Kfm =(Kn-Pn^~ Un. r'n-9^ (9)

du cours mathematique retrospectif.
Les formules qui precedent, et qui se rapportent au cours mathematique
ainsi qu'ä ses composantes, sont generales. Elles sont valables quel que
soit le type d'emprunt. Pour passer ä des applications il faut envisager des

cas particuliers. Les deux tableaux qui suivent contiennent, pour trois types
d'emprunts, des formules et des exemples numeriques servant d'illustration.
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emprunt

remboursable
ä echeance
fixe

amc
amortissement
constant

rtissable par
annuite
constante

pa v'q aVi
9

/ agl
r' - «o ^jiW P

Ua l° a 91
l0 /j a3"l \

i' — io y a g-| (to) J

Kn 1 — {z — ?o)a rn 1 (öa)'^
n a rn(ro)

0

/a 1

n — g | 2 / a n-g \ l0 \
n n — g \

n P »0 Va^^gl(lo) l' J

xfi a^(;°n
\ a n 1(^0) /

/

n

+

r\ \t
/a 1

n - g \ pn n — g \ lVan-g | n_ 9 1 n ~91

m — q Nn
r

Na
/n — gr / n — g ^

r y —
9

fn— q a n ,(»o)
r

a g1(20)

20 0,05 n 10 g 6 n — g 4

/
1 0,04 0,06

echeance amort. annuite echeance amort annuite
fixe const. const. fixe const. const.

Pb 0,790 31 0,873 69 0,868 83 0,704 96 0,819 55 0,812 79

U6 0,262 11 0,157 89 0,163 96 0,245 87 0,150 37 0,156 01

Kw 1,081 11 1,047 23 1,050 40 0,926 40 0,956 00 0,953 16

P\0 41 0 0,362 99 0,310 23 0 0,346 51 0,295 80

^10 4l 0,181 49 0,155 16 0,159 86 0,173 26 0,148 53 0,152 95

/4 JV10
r 1,169 86 1,949 76 1,779 73 1,262 48 2,104 13 1,920 63

n6
1,052 42 1,031 58 1,032 79 0,950 83 0,969 92 0,968 80
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II est interessant de revenir ä la comparaison, mentionnee en debut d'article,
entre le cours mathematique d'une obligation d'un emprunt amortissable
et la reserve mathematique d'une assurance mixte combinee ä une rente
temporaire, ä prime unique. Admettons que l'assurance a ete conclue ä

l'äge t, pour une duree n. La reserve mathematique, calculee n - g annees

plus tard ä l'äge x est, selon la methode prospective,

Vpro(x) Ax: gr-| + v L ax: g-\; (10)

dans cette formule,

le capital de l'assurance mixte est 1,

- L est le terme annuel de la rente temporaire, paye ä la fin de l'annee
si l'assure est en vie un an plus tot,

- le taux d'interet est i.

Figure 2

x-2

x—1

X+g-2
d

x+g

x+g-1

n-g
x+g

La correspondance entre revolution du nombre Ng des obligations en cours
et l'ordre lx des vivants apparait dans la comparaison des figures 1 et 2. La
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voie est amsi ouverte ä d'autres analogies. En comparant les formules (1)
et (10) on fait correspondre la nue-propriete Pg ä la valeur actuelle Ax g~\

de l'assurance mixte, et 1'usufruit Ug ä la valeur actuelle vLax g-1 de la

rente temporaire (zq correspond ä L). Ces correspondances en entrainent
une autre entre deux relations classiques:

Pg 1 Pg 1 n i \*0 j (11)

Ax. g~\
1 ~~ ddx gl

Quant au cours mathematique retrospectif, donne par la formule (9), on le

met en relation avec

Eretr0(x) ^At rr\ + vLät nn - \n-gAt —vLät (12)

ce qui conduit aux correspondances

entre Kn et At w\ + vLät m
entre Pw n~g |

et In—gAt

entre ^n n — g \
et vLat n (oil z0 correspond ä L)

entre in—gr ^ et rn-sii
Ix

On peut enfin mentionner la correspondance entre

p + nJn~9^JL _ 1 _
(L.TT

pt
n- Ü=J1 +

Nn t(j n | (13)

In-gAt + n—g Et l — dat n_g |

* * *

Les developpements qui precedent permettent de constater que l'analogie
algebrique entre cours mathematique et reserve mathematique, en methode
prospective comme en methode retrospective, conduit ä plusieurs autres
analogies de valeurs actuelles. C'est une illustration des liens existant
entre les mathematiques financieres et les mathematiques actuarielles de

l'assurance sur la vie.

Philippe Chuard
av. de Lavaux 93

CH-1009 Pully
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