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Ueher die zum Beweise des Satzes

73@@7 (“Q[a(cfnﬁ)* _ aﬁx ( Bfﬁ(z,y) )

erforderlichen Voraussetzungen.

Weitere Ausfiithrung einer der mathematischen Section in der
Sitzung vom 19. August iiber denselben Gegenstan(f
gemachten Mittheilung.

Von H., A, Schwarz.

Fir den die Umkehrbarkeit der Differentiationsordnung
betreffenden in der Ueberschrift angefithrten Fundamental-
satz der Differentialrechnung ist seit der Entdeckung des-
selben eine nicht unbetriachtliche Anzahl von wirklichen
und vermeintlichen Beweisen veroffentlicht worden, ohne
dass jedoch mit Grund behauptet werden kinnte, es sei
auch nur einer dieser Beweise gegenwirtig zu allgemeiner
Anerkennung gelangt*).

*) Man vergleiche hieriiber
P. H. Blanchet: Extrait d'une Lettre adressée & M. Liouville.
Liouville, Journal de mathématiques, t. VI, 1841, pag.

67'—680
L. Lindeldf: Remarques sur les différentes manieres d’établir
2 2
la formule 0’z 0% Acta societatis scientia-

0xdy — dyoxr
rum Fennicae. T. VIII, 1867, Pars I, pag. 205—218.

A. Genocchi: Intorno ad un teorema di calcolo differenziale.
Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino,
vol, IV, 1869, pag. 827—331,
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Nicht einmal iiber die zum Beweise dieses Satzes noth-
wendigen Voraussetzungen scheint unter den mathema-
tischen Schriftstellern Uebereinstimmung zu bestehen.

Um zuniichst womdglich zu einem vollstindigen Systeme
von einander unabhingiger Bedingungen zu gelangen, deren
Erfiilllung fiir die Geltung des erwihnten Satzes nothwendig
ist, werde ich in dem Folgenden einige Beweise desselben
in Beziehung auf die den letzteren zu Grunde liegenden
Voraussetzungen untersuchen, wobei ich es jedoch dahinge-
stellt sein lasse, ob nicht andere Beweise dieses Satzes der
Anforderung an Strenge in gleichem Grade geniigen und
den higr zur Sprache kommenden vorzuziehen sind.

Der von Lagrange herriithrende Beweis fiir den in
der Ueberschrift erwihnten Lehrsatz ist dem Vorwurfe
mangelnder Strenge, welcher in Bezug auf eine Anzahl an-
geblicher Beweise dieses Satzes mit Recht ausgesprochen
worden ist, nicht ausgesetzt, wenn die Entwickelung der
Differenz f(x, -} A, 4o + k) — [(x,, Ho) nach Potenzen von /i
und /%, auf welche dieser Beweis sich stiitzt, bis zu den
Gliedern der zweiten Dimension einschliesslich fortgesetzt
und die Grosse des nach Abzug dieser Glieder iibrig blei-
benden Restes mittelst eines bekannten von Cauchy her-
riihrenden Satzes geschitzt wird.

Zu diesem Beweise ist ausser der Stetigkeit der Fune-
tion f(x, ) selbst erforderlich die Voraussetzung der Existenz
und der Stetigkeit*) der beiden ersten und der vier zweiten
partiellen Ableitungen der Function f(x,y), welche wie folgt
bezeichnet werden mogen:

Qf_:__]q, 'g_g_—__f,?
aﬁ fln fo ~—fu: 6fz =f2u =fzz-

*) Ma.n verglelche die Anmerkung auf pag. 220—221 des
74. Bandes von Borchardt's Journal.
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Entwickelt man unter Zugrundelegung dieser Voraus-
setzungen f(Zy—h, Yo—+Fk) nach Potenzen von /4 und die
einzelnen Glieder dieser Entwickelung nach Potenzen von
k, so ergibt sich eine Gleichung von der Form

[ (@0 hy Yo +-E) — [ (o, Yo) = f1 (o, Yo) h+fo (@0, o) K +
- % g(f“ (@o, yOH—“) h*4-2 (f” (2o, ?/"H—ﬂ) hk + (f“ (wo,yo)+r) k? 5

In dieser Gleichung bezeichnen «, 8, y drei Grossen,
welche dem absoluten Betrage nach beziehlich nicht grosser
sind als die grossten Werthe der drei Differenzen

J11@)—F11(@0Y0)s S 12 (X Y) — [12( X050 )s S22 (X)) — S22 (ZosYo)s

vorausgesetzt, dass die Veranderlichkeit von x auf das In-
tervall z, ... x,-}h, die Veriinderlichkeit von y auf das
Intervall g, ... y,—}Fk beschrinkt wird.

In Folge der vorausgesetzten Stetigkeit der Functionen
fi1s fi2s Joa haben also die Grossen a, 8, y die Eigenschalft,
unendlich klein zu werden, wenn A und £ unendlich klein
werden. Entwickelt man hingegen unter Zugrundelegung
derselben Voraussetzungen f (z,-}-/, y,-}%) nach Potenzen
von k und die einzelnen Glieder dieser Entwickelung nach
Potenzen von /i, so ergibt sich

f(wo—l—h, yo—l—k‘) — [(@o, Yo) = f1 (@o, Yo) I - fa (Zoy Yo) k +
—}—%3(}21(%,%)—!—«‘)1&2—{—2 (Far(@o,90)+-8") Wk +-(faa (205 o) +7, )k |,
wo «', 8, ¥ analoge Bedeutung haben wie «, 8, ¥.

Durch Vergleichung beider KErgebnisse erhilt man,
wenn man noch =5 setzt

(/s @oso) — Sar (@0 o)) hr=h2 (),

wo (h) eine Grosse bezeichnet, welche unendlich klein wird,
wenn /2 unendlich klein wird. Hieraus folgt, dass die Diflerenz -
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J1a (s Yo) — Jo1 oy Yo), deren Werth von / nicht ab-
hingt, keinen von Null verschiedenen Werth haben kann.

Es lédsst sich nicht in Abrede stellen, dass dieser Be-
weis, gegen dessen Strenge, wie mir scheint, kein Einwand
zu machen ist, an einer Unvollkommenheit leidet, dass der-
selbe namlich die Voraussetzung der Existenz und Stetigkeit
der beiden partiellen Ableitungen f;;, und f,, erfordert,
withrend doch der zu beweisende Lehrsatz nur auf die beiden
Ableitungen f;, und f,, unmittelbar Bezug hat. Es lassen
sich aber sehr wohl Functionen von zwei Variablen & und y
bilden, fiir welche unbeschadet der {ibrigen Voraussetzungen

2 2
partielle Ableitungen, denen die Bezeichnung %%r und —§J~
zukommen wiirde, nicht existiren, und es entsteht daher die

Frage, ob die Voraussetzung der Existenz und der Stetigkeit der

beidenAbleitungen T?i und ~g~;/[2— fiir die Geltung des Lehr-

satzes 3y (8 ) %;) nothwendig ist oder nicht?

Diese Frage kann durch folgende Beweisanordnung
beantwortet werden.

Es sei f (x, 1) eine fiir alle innerhalb eines gewissen
Gebietes liegenden Werthe der beiden reellen Variablen x
und ¥ eindeutig erklirte, endliche und stetige Function
derselben. Ebenso seien fiir das betrachtete Gebiet die fol-
genden vier partiellen Ableitungen dieser Function, niémlich

o o oy o
=g f = 5 (55) =0y —Fo wiliy) = o5 = fo

endhche, stetlge und eindeutige Functionen ihrer beiden
Argumente.

Ein beliebiges innerhalb des betrachteten Gebietes lie-
gendes Werthepaar der beiden Variablen x, y werde mit
Xo, Yo bezeichnet. Es migen /i und %k zwei so kleine von
Null verschiedene positive Griossen bedeuten, dass alle
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Werthepare x, y, fir welche gleichzeitig die beiden Be-
dingungen |

$o<x<xo+h Yo Sy < Yotk

erfiillt sind, ebenfalls dem betrachteten Gebiete angehdoren,
auch moge fiir die folgenden Betrachtungen die Veréinder-
lichkeit von  und y auf solche Werthepaare beschrinkt
werden, welche diesen beiden Bedingungen geniigen.

Die grossten Werthe, welche die absoluten Betrige der
Differenzen f, (x, §) — f1o (2o, Yo) und f3y (2, §) — f21(€0sYo)
unter der angegebenen Voraussetzung annehmen koénnen,
mogen beziehlich mit 7 und 7’ bezeichnet werden. Dann
ergibt cich aus der vorausgesetzten Stetigkeit der Func-
tionen f;, und f,,, dass man durch hinreichend kleine
Wahl von # und % iiber die Kleinheit von #z und %’ ge-
bieten kann.

Nun ist nach der Voraussetzung

__%.a(_%_y_)_ = fﬂ (-Z', y)'

Also ist die Aenderung, welche die Function f; (z, %) beim
Uebergange von y aus dem Werthe g, in den Werth
Yok erfihrt, wihrend z hierbei ungeindert bleibt, gleich
dem Producte aus der Aenderung / des Argumentes und
einem gewissen Mittelwerthe zwischen dem kleinsten und
dem grossten unter denjenigen Werthen, welche die Ablei-
tung fi, (z, ) in diesem Intervalle annimmt. Bezeichnet
man diesen Mittelwerth mit fi, (xo, %o)4-€, so ist & eine
Grosse, *deren Werth im Allgemeinen von x abhiingt, deren
absoluter Betrag aber die Grisse 7 Jedenfalls nicht iiber-
schreitet. Man erhilt hiernach
J1 (@, Yo +k) — /i (x, Yo) =k f12 (o, y0)+k &

Der Ausdruck auf der linken Seite der vorstehenden

Gleichung ist gleich -2 (f (2, o—-k) — 1 (=, ).
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Also ist die Aenderung, welche die Function
S @5 Yo —+k) — f (2, 4o)
dadurch erfihrt, dass z aus dem Werthe % in den Werth
Zo—h iibergeht, gleich dem Producte aus A und einem
gewissen Mittelwerthe zwischen dem kleinsten und dem
grossten Werthe, den der Ausdruck & f; (%, ¥,) -} ke
in dem betrachteten Intervalle annimmt. Dieser Mittel-
werth kann jedenfalls in die Form £ fi, (2o, y0) -}k (7))
gesetzt werden, wo (7)) eine Grdsse bezeichnet, deren ab-
soluter Betrag die Grosse 7 nicht iiberschreitet.
Auf diese Weise erhilt man
[(@o~+h, yo+-k) — [ (@0, Yo+ k) — [ (@0 + h, Yo) + (X, Yo) =
= h k fiz (o, Yo) R E (),
und durch ganz analoge Schliisse, wenn man von der Gleichung

_a_[ls(frg;y)_ = fu (2,¥)

ausgeht
f($o+h, ?/°+k) —-f(.fL‘o—,—h, Yo) — [ (o, y0+k)+f(37°’?/°) =
= hk fa (@0, Yo)+- hk (1),
wo (7') eine Grosse bezeichnet, deren absoluter Betrag die
Grosse 7’ nicht iiberschreitet.
Da die linken Seiten der beiden gewonnenen Glei-
chungen {iibereinstimmen, so ergibt sich

f1a (@, Yo) — fa1 (@o, Yo) = (n*) — (1)
und hieraus folgt, da man iiber die Kleinheit des Ausdruckes

auf der rechten Seite der vorstehenden Gleichung durch
gehorig kleine Annahme von A und % verfiigen kann, wih-
rend die auf der linken Seite stehende Differenz von den
Grossen A und £ unabhingig ist, dass

fiz (Zoy Yo) = fa1 (Zo, Yo).
Dieses sollte bewiesen werden.

Der vorstehende Beweis hat eine gewisse Analogie mit
demjenigen Beweise, den Herr Serret in seinem Cours de
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calcul différentiel et intégral®) fiir den in Rede stehenden
Satz gegeben hat und dessen Autorschaft derselbe Herrn
Ossian Bonnet zuschreibt. Entgegen der Formulirung des
beziiglichen Satzes in dem Lehrbuche des Herrn Serret
scheint mir jedoch die Voraussetzung der Stetigkeit der
beiden partiellen Ableitungen zweiter Ordnung, deren Gleich-
heit bewiesen werden soll, fiir die Giiltigkeit dieses Beweises
nicht entbehrt werden zu koénnen, da eine bei dem erwihn-
ten Beweise angewendete Schlussfolgerung die Stetigkeit
dieser beiden Ableitungen implicite zur Voraussetzung hat.

Diese Voraussetzung ist aber nicht bloss bei der Ossian
Bonnet’schen und der oben angedeuteten Anordnung des
Beweises unentbehrlich, sondern es ist iiberhaupt der Satz,
welcher aussagt, dass die beiden Ausdriicke

|5 £ @], _, wnd |~5%;f @),y

= o
vorausgesetzt, dass dieselben eine bestimmte Bedeutung
haben, dem Werthe nach mit einander iibereinstimmen, nicht
mehr allgemein richtig, wenn die Voraussetzung fallen ge-
lassen wird, dass die beiden Ableitungen f;, und f,, in der
Umgebung des Werthepaares x,, ¢, stetige Functionen
ihrer beiden Argumente sind.

Hiervon kann man sich durch folgendes Beispiel tiber-
zeugen. Setzt man

x Y
et i 2 A
f(x,y)_yQarctgy rrarctg

mit der Bestimmung, dass stets derjenige Zweig der Function
arcus tangens zu wihlen ist, dessen Werth zwischen

*) Paris 1868, Tome I, pag. 76—78.
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T
T2
ersten partiellen Ableitungen

und -} gliegt, so ist diese Function nebst ihren beiden

i, y) = y—ﬂxarctg fz(x,J)———x+2yalctg-j

fir jeden ganz im Endlichen liegenden Bereich endlich,
stetig und eindeutig.
Fiir diese Function ergibt sich

0 0
—@fl (0,)=-+1, dagegen = f,(x,0) = —1.

Es haben also in diesem Falle die beiden Ausdriicke

l‘a%‘/‘fx (0, Z/)] y—0 und [%ﬁ (, O)]:c_-_()

nicht denselben Werth.
Auch bei dem vorliegenden Beispiele sind die beiden
Functionen

Fa )=y i ) wd for (2, y) =55 o (5, 9)

fiir jedes bestimmte Werthepaar x, y eindeutig erkliirt;
wenn z und 7y nicht gleichzeitig den Werth Null haben,
erhilt man

S @ 9= v _Mz =Jfu (Z; Y)
wihrend
J12(0,0) =41, £, (0,0)=—1 ist.
Keine der beiden Functionen f;, und f;, ist aber in der

Umgebung des Werthepaares x — 0,77 — 0 eine stetige
Function ihrer beiden Argumente, denn es ist z. B., wenn

x z 0 ist fi, (x,0) =-—1, wihrend f;, (0,0)=-}-1 ist.

Das angefiihrte Beispiel zeigt also, dass die Voraus-
setzung der Existenz und Eindeutigkeit der beiden Ableitungen
/13 und f3, allein nicht hinreicht, um fir ein bestimmtes
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Werthepaar %o, 9. den Schluss fi, (%o, Yo)=Jf21 (To, o)
machen zu koénnen.

Wenn aber von den im Vorhergehenden®) angegebenen
Voraussetzungen bloss die auf eine der beiden Ableitungen
Jias fo1, z. B. die auf die Ableitung f;, sich beziehenden
fallen gelassen werden, so ergibt sich mit Hiilfe der Formel

F @)= @y —F @) +f i) = [ da [ foam) dy

aus dem Lehrsatze iiber die Umkehrbarkeit der Integrations-
ordnung bei einem Doppelintegrale die Existenz und Stetig-
keit der Ableitung f,, als eine nothwendige Folge der iib-
rigen Voraussetzungen. Wenn némlich nach der Umkehrung
der Integrationsfolge in Bezug auf y differentiirt wird, so
ergibt sich

f@y)—fuei)=f L@y,

folglich 1ist |
0
sz (9’}, y) "——fm («73, y)

Von der Richtigkeit der vorhin ausgesprochenen Be-
hauptung, dass die auf die Functionen f, f;, f, fi. sich be-
ziehenden Voraussetzungen bereits ausreichen, um die Exi-
stenz der Ableitung f;; und deren Uebereinstimmung mit
der Ableitung fi, zu schliessen, kann man sich aber auch
iberzeugen, ohne einen der Integralrechnung angehirenden
Lehrsatz zu benutzen und zwar auf folgende Weise.

Das Werthepaar x,y moge der Bedingung unterworfen
werden, dem Gebiete

2o < x?xo—]—h, Z/o__<__ y? Yotk

anzugehéren. Man bezeichne mit A/, k’, K’/ beziehungsweise

*) pag. 262.
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die Maxima der absoluten Betrige derjenigen Werthe, welche
die drei Differenzen
flﬁ (%3/0) _".fﬂ (xoayo)a J[ﬂ (xv Z/)"""ﬁz (x’yo)v f2 (x7y)—‘f2(x7!/0)
unter der angegebenen Voraussetzung annehmen konnen,
so kann man in Folge der Voraussetzung, dass die beiden
Functionen f;, und f;, stetige Functionen ihrer beiden Ar-
gumente sind, durch gehorig kleine Wahl von /i iiber die
Kleinheit der Grosse /#’ und durch gehérig kleine Wahl
von k iiber die Kleinheit der Griossen A’ und k*/ gebieten.
Nun ist der absolute Betrag von fi, (%, ) — f1. (2, #5)
nicht grosser als A/ F%‘, also ist der absolute Betrag von
Ji (s Yo+ k) —fi (2, o) — f12 (o, Yo) b micht grosser als
kh - kk’. Hieraus ergibt sich, dass die Grosse
A = f(wo 4T yo+F) —f (o, yp +F) — f (o 41y o)+
~+ [ (%o, Yo) — fra (o, Yo)
dem absoluten Betrage nach nicht grésser ist als kh/ -Rih’.
Ebenso ergibt sich, dass die beiden Ausdriicke
J o Ry o+ B) — f (o1, yo) — 1o (20 Ty p0) K
wd Loy oK) —f o o) — S (2, 1)
einzeln dem absoluten Betrage nach nicht grosser sind als
k k', dass daher ihre Differenz
B — fan -l o ) — o+ By o) —f os 9o +-1) -
- f @y Yo) —Fs @o-t-les o) i+ (o, o)
dem absoluten Betrage nach nicht grosser ist als 2/A%.
Setzt man nun A — B — AC, so ergibt sich, dass der
absolute Betrag der Grosse
C—tf @0ty o) — i 0y o) —foa (@, o)
die Grosse
hih' - hi' -+ 2k
nicht iiberschreitet.
Dieser Schluss gilt, wie klein man auch die von Null
verschiedene Grosse k& annehmen moge.
Da man nun durch gehorig kleine Wahl von £ iber



— 269 —

die Kleinheit von £’ und £’ und somit auch iiber die Klein-
keit von - hk‘4-2k’ su gebieten vermag, so folgt hieraus,
dass die Grosse C, deren Werth von der Wahl der Grosse
ki unabhéngig ist, dem absoluten Betrage nach nicht grosser
als hh’ sein kann,

Ueber die Kleinheit von A‘ kann man aber durch hin-
reichend kleine Annahme von /A gebieten.

Unter den angegebenen Voraussetzungen besteht also,
da fir negative Werthe von /2 analoge Schliisse gelten,
eine Gleichung von der Form

f2 (x0+hv ?/0) "’fn (xﬂv ?/0) =f12 (xm?/o) h‘*‘h' (h)

und zwar bezeichnet in dieser Gleichung (h) eine Grosse,
welche unendlich klein wird, wenn A unendlich klein wird.

Hieraus folgt, da die vorstehenden Schliisse fiir alle
Werthepaare x,, y, gelten, fiir welche die Voraussetzungen
erfillt sind, dass die Function f, (x, ) in Beziehung auf z
eine partielle Ableitung f,, (x, ) besitzt und dass diese Ab-
leitung mit der Ableitung f;, (z, ) tbereinstimmt. Dieses
sollte gezeigt werden.

Die Voraussetzungen, von denen bei dem zuletzt be-
sprochenen Beweise Gebrauch gemacht wird, lassen sich
wie folgt zusammenfassen :

»Eine fiir alle Werthepaare zweier stetig veriénderlichen
reellen Variablen, x, y, welche einer stetigen zweifach aus-
gedehnten Mannigfaltigkeit angehoren, eindeutig erklirte
Function f (xz, i) besitzt zwei partielle Ableitungen erster
Ordnung

0
TED —f gy ma LD —py

und eine partielle Ableitung zweiter Ordnung

ay (af(xj)) %(w y)——f;,

(xa y)
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Jede dieser drei Ableitungen ist eine eindeutige und stetige
Function ihrer beiden Argumente.«

Die Gesammtheit dieser Voraussetzungen hat die Gel-
tung des Satzes

o (¥ =y Y_ 8 (o (Y
oy ox ox dy

zur Folge. Wird hingegen die Voraussetzung der Stetig-
keit der Ableitung fi, (z, y) fallen gelassen, so kann aus
den iibrigen Voraussetzungen allein die Geltung des erwiihn-
ten Satzes nicht mehr geschlossen werden,

PR
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